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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 

家眼界为之 一新， 并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春荼话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后髙等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 
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《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 

主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 

高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版,将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革, 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 

2005年10月 
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阿尔 伯特. 尼古拉也维奇 • 施利亚耶夫 (Ajii,6epT HHKOJiaeBH^ IIInpaeB, 
Albert Nikolaevich Shiryaev , 1934 一 ) 为俄罗斯概率论学派当前的领军人物.1957年 
毕业于莫斯科大学数学力学系；1961年获得副博士 学位； 1967年获得博士学位.1970 
年成为莫斯科大学教授.1997年当选为俄罗斯科学院通讯院士.曾经获得国内外许 
多重要奖项和欧洲科学院院士、纽约科学院院士等荣誉称号，以及荣任 Bernoulli 学 
会、 Bachelier 金融学会等国际学术团体的主席. 

施利亚耶夫的导师是20世纪最伟大的数学大师之一、概率论公理体系的提出 

者柯尔莫戈洛夫 （ A . H. KojiMoropoB, A . N . Kolmogorov, 1903 — 1987). 柯尔莫戈洛 

夫有许多杰出的学生，其中好几位像他一样荣获奖励终生成就的数学最髙奖——沃 
尔夫奖. 但像施利亚耶夫那样完全以概率论为专业研究方向、并且在概率统计的众 
多领域中都有卓越贡献的学生并不多.因此，我们不妨说，施利亚耶夫是以柯尔莫戈 
洛夫为代表的俄罗斯概率论学派的“嫡传正宗”.事实上，他不但在概率统计的各个 
领域发表了 150多篇研究论文，并且还出版了多部在国际上影响很大的教科书和专 
著.他的《概率》教程自1980年出版以来，已经再版多次，并且还有英文版和德文 

版. 2004年又扩展为两卷本,中文版已由高等教育出版社正式出版.他的主要专著有 
《统计序贯分析》(俄文版1969,英文版1978,并改名为《最优停止法则》)，《随机过 
程的统计》(与 R . Sh . Liptser 合著，1977,有英文版和波兰文版)，《鞅论》(与 R . Sh . 
Liptser 合著，1986,有英文版)，《随机过程的极限定理》(与法国数学家 J . Jacod 合 
著，英文版1987,俄文版1994,英文第二版 2003), 《临近性和统计不变原理》(与 P . 
Greenwood 合著， 1985), 《统计试验和决策》(与 V . Spokoiny 合著， 2000), 《最优停 
止和 Stephan 问题》(与 G . Peskir 合著， 2004), 等. 
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本书是施利亚耶夫关于随机金融数学的一本力作.正如作者在序言中所说,本书 
是为新加坡世界科技出版社 (World Scientific ) 主编《统计科学和应用概率论高级丛 

书》的 Ole E. BarndorfF-Nielsen 教授在 1995 年初向他约稿的.因此，本书的英文版 

与俄文版几乎同时问世.可能是由于作者向世界科技出版社提供的仅仅是俄文手稿， 
最后使得两种版本的内容并不完全一致.除了俄文版的书名为《随机金融数学基础 

(OCHOBbI CTOXaCTH^eCKOH ^MHaHCOBOH MaTeMaTHKM ) 》，英文版的书名为《随机金 

融精华 (Essentials of Stochastic Finance ) 》以及英文版的译者在翻译时不完全拘泥于 

原来的表达以外，它们的不一致中，有些似乎是俄文版在编辑校订时的增删，有些似 


乎是英文版的编译者自行加入的补充.本书的翻译主要根据俄文版出版者 0 A 3 MC 
所提供的俄文影印稿，但同时也参考了世界科技出版社的英文版.如果两者在内容 
上有出入时，我们干脆‘‘兼收并蓄”；只要一种版本上有的，我们都译出 收入. 总体来 
说,英文版上有的、俄文版上没有的内容较多，尤其是有关背景资料.但俄文版上有 
的、英文版上没有的内容也有一些 • 对这些有差别的地方我们都加了 “译者注”•在 
翻译过程中，我们也发现了少量印刷错误.有的英文版已经更正，但多半英文版仍保 
持原样，我们对一些较重要的印刷错误更正也都加了 “译者注” • 此外，我们还加了 
少量说明性和资料性的“译者注”，出于目前国内熟悉俄文的读者较少，而英文则比 

较普及，在我们中译本最后的术语对照索引中，我们只采用英中对照，而略去了俄中 
对照.对于西文人名，按照数学专业书籍的常规，通常不作音译，而用原人名的拉丁 
字母标出.这里我们完全遵照英文版的拉丁字母拼写，而不是如同原版那样用俄文拼 

写来表示.但是我们保留了四个例外，即对 Brown , Gauss , Poisson , Wiener 这四位学 

者的姓氏直接 译为： 布朗、高斯、泊松、维纳.这是因为这四个姓氏的音译已经普及， 
同时它们又经常变为形容词，而变为“布朗运动”、“高斯分布” 等等. 这样在行文时 


似乎比较自然. 

作为一位在前苏联环境下成长起来的数学家，施利亚耶夫不可能十分熟悉西方 
的金融市场.事实上，作者自己也曾经对人说过在他着手写作本书时，他对金融 
理论和实务几乎一无所知.对此，本书的每一位读者都一定会感到十分惊讶.本书 
中有关全球金融市场和金融学基本理论的叙述非常到位，很难想象这是一位对金融 
“几乎一无所知’，的人的手笔.当然，“几乎一无所知”是施利亚耶夫自谦之词.其实 
他在当时与丹麦奥尔胡斯的数学研究中心和分析金融中心的关系十分密切 • 当他发 
现他的概率论专长在金融中有那样深刻广泛的应用时，他一定以极大的热情学习金 
融知识.或许我们可以说，本书中有关金融的许多背景材料正是一位带着深遽严谨 
的眼光的前苏联数学家看待金融业界的纪要.对于今天一上来就学萨缪尔森经济学 
的年青人来说，可能会感到这样的陈述有点唠叨.而对于译者这样的学生时代学过 
苏联版政治经济学的读者来说，却感到它相当贴切地为你补上了对欧美金融市场了 
解的不足.尤其是作者在使用某些术语上的“旧痕迹”，并不会使你感到突兀，反而 


①这是最近邀请施利亚耶夫到香港访问的香港中文大学教授周迅宇告诉译 者的- 
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有点“似曾相识感”.一个典型的例子是“资本 （ Kamnaji )” 这个术语.在本书中，它 
专门指一个证券组合的价值.在英文文献中，对它适用的术语是“价值 （ value )”， “资 
金 （ fund )”， “财产 (wealth)" 等等，但是没有人会用 capital (资本)，英文版把它全改 
成了 value 或 fund. 而我们仍然把它译成“资本”.其实它并不会引起误解，但却是 
本书的某种“特色”.至于其他术语的翻译，我们尽量采用1993年全国自然科学名词 
审定委员会公布的《数学名词》中所刊载的名词，以及参考了一些已出版的专业书 
籍.但偶而也有一些我们自作主张的翻译.证券市场术语的翻译在国内还没有统一. 
例如， call 作为期权,在国内有 “ 买入期权”、“买权”、“看涨期权”等多种翻译.在本 

书的俄文版中,对这样的术语常常会有音译和意译两种翻译.而其意译刚好是“买入 
期权”，于是我们当然也采用“买入期权”，而不用“看涨期权”等等.这或许也是俄 
文版给我们带来的某种便利. 

尽管作者可能原来对金融业界确实是“几乎一无所知”，但是从数学视角来看， 
世上大概谁也比不上作者对随机金融数学全部领域更为全面精通.这或许也说明了 
为什么从1990年代初起,作者全身心地投入了金融数学研究，并在俄罗斯带领出一 
支精锐的金融数学和精算数学的研究队伍.事实上，我们从上面列出的施利亚耶夫的 
专著中就可看到，虽然这些专著分属概率统计学科的许多相当不同的领域，却又几 
乎都是在随机金融数学中得到深刻应用的强有力的工具.这里不但是“鞅论”已经 
成为表达金融学核心的“资产定价基本定理”的基本语言，“随机过程的统计”、“统 
计试验和决策”是实证金融分析的基本手段，“随机过程的极限理论”是连续时间金 
融学的理论基础，“最优停止法则和 Stephan 问题”是美式期权定价的基本模型，即 
使是很专门的“临近性和统汁不变原理”也被施利亚耶夫及其学生用来为原来不够 
严谨的 Ross 的 APT (套利定价理论）提供了更确切的理论描述.这使得作者在本书 
中叙述随机金融数学的理论时，比任何其他专著更为全面透彻、淋漓尽致. 

本书共分两卷.每一卷都包含四章.第一卷的副 题为： 事实，模型.第二卷的副 
题为: 理论.这两卷的内容既相互联系，又相对独立.事实上，读者完全可把本书当作 
一本“随机金融数学全书”来读.每一位读者都可只挑其中自己最感兴趣的部分来精 
读，而对其他部分暂时泛读,甚至不读. 

第一卷的第一章是有关国际金融市场以及金融理论和金融工程的“事实”.正如 
我们前面已经提到，这短短几十页可看作一位前苏联数学家对西方金融市场和金融 
理论、金融工程的理解.其中作者不但概述了金融市场的基本状况、金融学的基本 
概念以及 Markowitz 证券组合选择理论、资本资产定价模型 ( CAPM ). Ross 的套利 
定价理论 （ APT )、 有效市场理论等等，甚至还简要地介绍了理论上关系不大、但观 
念上密切相关的保险业和精算理论，使读者对金融市场和金融理论有更广泛的了解. 
对于非金融专业的读者来说，这一章是非常难得的尽快进人金融领域的人门读物.而 
即使是对于熟悉金融市场和金融学的读者来说，也能从这一章中看到一位前苏联数 
学家独特的眼光.其中尤其值得注意的是作者对有效市场的定义是与众不同的.他 
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认为， 一 个带有限种基本证券的金融市场称为对某信息流有效，是指其中存在一种 
“折现”证券（通常它就是无风险证券，但并不限于此）和某“局部等价”（这一概念 
比“等价” 要弱) 概率测度，使得所有基本证券关于这一 “折现”证券的折现价格过 
程都关于这一概率测度成为鞅.这样的定义不但比经典的“随机游走假设”之类或 
三种有效市场形式的定义更一般，也比 Ross 提出的“有效市场就是无套利市场”说 
法在理论上更确切、更精细. 

第一卷的后三章都有关金融学的随机“模型”.第二章阐述离散模型.其中首先 
讨论金融资产价格的离散动态理论模型，并且开门见山地提出，在套利定价的框架 
中， Doob 分解、局部鞅、鞅变换等概念在价格模型的讨论中起本质 作用； 接着讨论 
具体的价格演变的统计模型，除了介绍已经广泛流传的移动平均模型、自回归模型 

及其各种组合的线性模型以外，作者还相当详尽地介绍近20年发展起来的 ARCH 
和 GARCH 类模型（如所周知，其主要倡导者 R . F . Engle 因此荣获2003年诺贝尔 

经济学奖）以及随机波动率模型等非线性模型.尤其是作者对它们在很大程度上都 
统一在高斯模型和条件高斯模型的观点上来进行分析.此外作者还以相当大的篇幅 
来介绍混沌模型在金融资产价格模型中的应用.由此也可看到作者的学术视野几乎 
无所不包，他完全不把自己的立足点局限于他所精通的概率统计领域.第三章阐述 

连续模型.在这一章中我们同样可发现它所包含的内容远超过一般的金融数学教材 
和专著.通常的基于布朗运动的随机分析以及由此派生的各种用扩散过程来描述的 
模型自然必不可少.但作者把它放在第三、四节中来介绍，其中也包括一些对常用的 
利率期限结构模型的叙述.而它的更深刻的推广、目前多半还只在研究文献中讨论 
的半鞅模型则在第五节中作很精辟的介绍.本章的第一节却是相当详细地介绍了稳 

定分布和稳定过程、 Levy 过程、双曲分布和双曲过程（它们正是 Barndorff-Nielsen 
于1977年所提出的)，以至更一般的无限可分分布等重要工具，而第二节则介绍了在 
金融数学应用中独树一帜的分形布朗运动.这一切都可能使得原来只熟悉用通常的 
布朗运动来为金融市场价格建模的读者大开眼界.它们不但使读者在为金融市场实 
际建模时可使用的工具大大增加，并且在观点上也更上一层楼.例如，由此可以了 
解，在连续时间金融学中作为起点模型的几何布朗运动，只是 Levy 过程以至一般的 
稳定过程、双曲过程等等的特例，而这些更一般的过程及其分布则可能用来描述金 
融市场中的“厚尾”之类的“异常”现象.通常的布朗运动也仅仅是一般的分形布朗 
运动的特例.后者不但同样可用来描述某些“异常”现象，还是一个很难变成鞅的 
过程，从而由它就能形成有套利机会的无效金融市场模型的例子.第四章则又讨论 
金融数据的统计分析，作者介绍了各种常用的金融统计 方法： 金融数据的搜集和分 
析，汇率、指数、“标记”等金融指标的统计分析，一维分布的“正态异常指标”（“峰 
度”、“厚尾”等等）的刻画，有关波动率的各种分析，还有起源于分形几何和混沌研 
究的尺 AS - 分析等等.这里不但罗列了所有常用的金融数据分析的方法,并且还都有 
作者独特的见解.例如，关于波动率分析,作者是这样开始的：“在金融数学中，没有 
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一 个概念 像波动 率概念那样引起众说纷纭，争论不休，真令人遗憾 . ”这一语就足以 
为许多读者拨开文献中的迷雾. 

第二卷有关“理论”的四章的标题都很 明确： “随机金融模型中的套利理论”或 

“定价理论”；先是“离散时间”，再是“连续时间”.所有的讨论都是在所谓 ( B ,5) - 

市场的模型框架中讨论的 • 这里的 ( B , S ) 并非 Black - Scholes , 而是 Bank account 

(银行账户 ) -Stock (股票).作者没有用常用的“证券市场”这一术语，似乎既要造成 
Black - Scholes 的错觉，又要强调“银行账户”作为无风险证券的作用. 

所谓“套利理论”，就是指所谓资产定价的第一和第二基本 定理； 粗糖地说，即， 
市场无套利机会等价于存在等价概率軟测度，使得所有证券的折现价格过程为鞅（第 
一定理)，并且当市场完全时，这样的鞅测度是唯一的（第二定理).这样的资产定价 
基本定理的雏形出现在1978年 Ross 的一篇论文中®.在那里，虽然其数学叙述还不 
够严谨，但作者已经正确地提出需要运用凸集分离定理.明确的资产定价基本定理 

是 1979年在 Harrison-Kreps [214] 和 Harrison-Pliska [215] 中提出的，但对离散时间 

只能对有限状态的情形 证明； 对连续时间更是不知怎样严格陈述其条件.对于离散 

时间的严格的资产定价第一基本定理的证明是1990年 Dalang - Morton-Willinger [92] 
提出的.其证明中用到相当艰深的“可测选择存在定理”.后来有不少改进的证明， 
但仍然都不太容易理解.对于连续时间半鞅模型的资产定价第一基本定理的严格叙 

述则是在 Delbaen 和 Schchermayer 的一系列研究中完成的（参见[97]-[101];也参见 
他们的新书： F . Delbaen and W . Schachermayer , 2006, The Mathematics of Arbitrage , 
Series : Springer Finance , Springer ). 其中所应用的数学技巧更为细腻.要向一般读 

者介绍这样重要而又十分深奥的定理，对于任何写作金融数学专著或教材的作者来 
说，都是莫大的挑战.大部分作者对此都不得不采取含糊带过的态度.而像本书作者 
那样原原本本地不回避任何一个难点（尽管有时也要省略一些证明）来进行透彻叙 
述的实在是绝无仅有.不但如此，作者更是高瞻远瞩，抓住要害，以他的统一观点来 
概述这方面的各种最新成果.对于离散时间情形，他指出文献中曾经出现过的各种 
“无套利机会”的定义以及各种軟测度的存在条件实际上都是等价的（第五章 §2 e 定 
理 A *); 对于连续时间情形，由于对于离散时间情形的简单推广已经不成立，他对文 
献中所出现的对各种半鞅模型的各种无套利机会”的修正定义以及各种鞅测度的 
修正存在条件，都作了细致的讨论，使最后结果一目了然（第七章 §2 b 定理 1-3 及其 
推论和反例).在第一基本定理的证明上，作者着眼于鞅测度的构造.通常的金融数 

学著作中，多半会叙述关于布朗运动情形的 Girsanov 概率测度变换定理，而在这里， 
我们更能读到 Girsanov 定理的离散版本和半鞅 版本； 同时，还能读到最早用于精算 
数学中的 Esscher 变换定理的各种版本.而在第二基本定理的证明上，作者强调的是 
局部鞅的表示定理.这种表示定理有明显的金融意义.由此作者也得到离散时间情 


① Ross, S. A, ， 1978, A simple approach to the valuation of risky streams, Journal of Business, 51, 
453-475. 
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形下的非常一般的版本（第五章 §4 f 定理 B *) ; 然而，在连续时间情形下，虽然也能讨 
论局部鞅的各种表示，但简单的第二基本定理的推广已经变得很困难.作者对此也 
提出了一些值得探索的研究设想. 

所谓“定价理论” ® 是指通过投资策略进行风险对冲来对未定权益进行定价的 
理论.它其实是 Black - Scholes 期权定价理论原来的思想.作者通过“(对冲）上价格” 
和“(对冲）下价格”的概念给出了离散时间的对冲定价公式，并指出了它们与等价 
概率軟测度之间的联系.但对于连续时间情形，这里很难再对一般的半鞅模型来进行 

讨论.作者对此只限于对经典的 Black - Scholes 模型得到一些经典 结果. Black-Scholes 

原来的通过偏微分方程来求解的讨论对于严谨的数学家来说是不能完全令人满意的 
(为什么期权价格是光滑函数等等).作者指出，有了 “鞅方法”，有关的问题都可迎刃 
而解.在有关“定价理论”的两章中，作者还详尽地讨论了美式期权的定价理论.这 
里当然就要涉及最优停止问题和 Stephan 问题的研究.此外，在这两章中还有有关 
各种特种期权和债券市场的定价问题讨论. 

由此可见,本书的内容极为丰富多彩，讨论极为全面彻底.正如亚马逊网上书店 

( http :// www . amazon . com ) 的一篇网上书评所说：“本书反映了（令人赞叹的）俄国教 
学 风格： 阐释理论的起源，通常它通过某些特殊的 问题； 然后，对于所提出的问题谨 

慎展开精心制作的数学 理论; 最后，揭示问题的本质，并生成漂亮的结果“追随本 
书的思路，你可以看到作者对金融数学的满腔热情和深刻理解每一位对随机金融 
数学有兴趣的本书读者，即使只读了其中的一小部分，都会感到获益匪浅.当然，本 
书的篇幅较大，对概率论、随机过程等方面的数学预备知识要求较高.这可能会对阅 

读本书带来一定的困难.但是本书的上述叙述风格使人不得不叹服作者的思绪周密 
清晰而引人人胜.一些很艰深的内容常常在充分的铺垫下，即使不追究那些参考文 
献的证明细节，也都变得相当容易理解.这使得每一个有兴趣的读者都会感到这是 
一本值得时时参考，反覆咀嚼的必备书.译者自从2000年起开始阅读本书的英文版 
以来,对此有过许多深切的感受. 


本书的翻译期间正是国家科技部973项目《金融风险控制中的定量分析与计 
算》（项目编号 2007 CB 814900) 的立项期间.现在这一项目已经立项.而本书译者 
作为该项目及其子项目《金融创新产品的设计和定价》（课题 编号： 2007 CB 814902) 
的成员，也已获得该项目的资助.我们项目组的同仁们都感到本书的翻译出版将对 
本项目开展研究有很大的促进.因此,本书的翻译出版应该作为该项目的一项成果. 
译者在此特别声明这点，并对项目资助表示感谢.当然，由于本书的涉及面非常广， 
而译者的学识又相当有限，尤其是金融学和概率论都并非译者原来的“科班”专业, 
这使得译者在翻译本书时常有捉襟见肘之感.再加上多年来很少用俄文，而本书作者 


①俄文原文为 “TeopMH pac^eTOB 7 % 它的本意为 “ 计算理论 ” ，其中并没有明确的 “pricing (定 
价 )” 的含义 . 但这里我们还是采用了英文版的翻译 (theory of pricing) , 把它译成 “ 定价理论 ”. 
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又惯用带一些说明语括号的复杂俄文长句子， 一 时里曾使译者不知怎样把它表达为 
易读的中文 ®. 译文的不当之处在所难免，敬请本书的读者和有关领域的专家批评 
指正. 


史树中 

2007 年 9 月 

于北京大学光华管理学院 


©译者后来才慢慢适应作者的这种表达风格.为接近作者的这种表达方式，译者也用类似的带说 
明语括号的中文来翻译.这种长句的特点在于，如果不计那些括号,它已经是一个完整的 句子; 而 
把括号去掉，它就变成一个表达得更清楚、但读起来会感到拗口的很长的句子. 



作者的意图在于： 

• 挑选和阐述那些对于在不确定条件下运行的金融市场模型中所涉及的随机分析 
和计算来说必要的、并且可能有益的 材料； 

• 介绍随机金融数学的基本概念、观念和结果； 

• 给出在随机金融工程中的各种计算上的应用. 


作者也随时考虑那些在分析 市场风险时强 调概率统计观念和随机分析方法的 
“金融数学与金融工程”专业教师的查询需要. 

副标题“事实.模型.理论”并不能更好地反映作者所形成的叙述特征和风格, 
它在很大程度上是作者（在莫斯科、苏黎世、奥尔胡斯等地的）一系列讲演的听众 
“反馈”结果 ■ 

例如，学数学的听众总是表明他们不仅对“理论”的纯粹数学问题感兴趣，并且 
也对有关现实金融市场及其运行“事实”感兴趣.正是由于这种情况，促使作者把第 
一 章用于描述这种市场中出现的关键对象和结构，确定金融理论和金融工程的目标 
和任务，以及讨论在分析金融市场时某些概率统计观念体系的历史和形成的问题. 

另一方面，熟悉比如证券市场和证券交易的听众，对于在构造金融指标（价格、 
指数、汇率等等）的动态模型时所运用的（或者可能有用的）各种随机过程以及（对 
风险、对冲策略、合理期权价格等等）进行这样那样的计算，显示出很大的兴趣. 

第二章和第三章就以此为目标,讲述各种随机“模型”，既有离散时间情形,也有 
连续时间情形. 

作者认为，这两章中的有关随机过程理论的材料对于广大的读者群都是有益的， 
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而不仅只与金融数学有关. 

这里我们想特别强调，在离散时间情形下，我们描述随机序列的演变通常从它 
的分解为可料成分和鞅成分的分解出发.这就说明了，为什么人们通常把所考 
察的方法称作“軟方法”，以及为什么“鞅论”在金融数学和金融工程中是自然而有 
用的数学工具. 

渗透在我们今后的整个叙述中的“可料性”和“鞭性”概念从经济学视角来看 

也是非常自然的，例如，诸如证 券组合和对冲 那样的经济学概念,在数学上干脆就汲 

取“可料性”概念来定义.而诸如金融市场中 的有效性和无套利性 那样的概念，则可 
汲取鞅和缺测度的概念来求得其数学表现（资产定价第 一基本 定理； 第五章， §2 b ). 

基于 Doob 分解的随机序列的描述方法， 在连续时间情 形下，使人们以极为清晰 
而合乎逻辑的方式转向（非常广的） 半鞅类 （第三章， §5 a ). 作为一个随机过程，半鞅 
可表示为有界变差过程（“缓慢变化”成分）和局部鞅（它在许多情形下是“快速变 
化”成分,例如，在布朗运动情形下，就是那样） 之和； 这使它具有这样的引人注目的 
性质：对它同样可定义随机积分，从而用这样的过程来为金融指标建模时开辟了广 
泛应用随机分析的途径. 

第四章 （“统计 章”） 期待对金融数据的经验分析中必定会遇到的现实统计“原材 
料”形成一些观念. 

基于主要有关外汇交易（它们的金融市场带有国际特征，并且是最大的金融市 
场 之一， 每天的交易量达到几千万亿美元）的统计数据，我们指出，“收益”随机变量 
(参见第二章 §la 中的 （3)) 有带“厚尾”的分布密度，并且在中心区域有强“峰度”.在 
这些量随时间变化的性态中可观察到具有“聚集性”和“强后效性”（形象地说，“价 
格记得过去”）.我们揭示“收益”量波动率（变化率）的一系列特征的分形结构. 

当然，为恰当反映金融指标的实际动态变化，在建立模型时应该考虑所有这一 
切； 尤其是当目的在 于预言 它们的未来运动时，这点就变得非常本质. 

“理论”，尤其 是套利 理论， 专门在 第五章 （离散时间）和 第七章 （连续时间） 中介 
绍， 

这里的中心点 是第一和第二资产定价基本定理. 

“第一定理”（带某种保留条件）断言，金融市场 无套利 当且仅当存在所谓鞅（风 
险中性）概率测度，使得（折现）价格关于它形成鞅.“第二定理”描述满足完 全性的 
无套利市场，它保证人们有可能构建证券组合，使得其资本复制偿付索求. 

这两条定理事实上都值得冠以 基本， 因为它们在（成熟发展的） 鞅论 框架中，对 
“无套利”这一经济概念有可能赋以精确的数学含义， 

第六章和第八 章献给根据第一和第二基本定理的计算.这里，如同传统,对各种 
(欧式或美式 ；) 期权的合理价值计算和对冲策略计算的介绍占有很大 篇幅; 期权就是 
所谓衍生金融工具，它具有最为成熟的定价理论，并且以此为例，可更好地完整理解 
无套利市场上定价的一般原理和方法. 
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作者面临的问题自然不仅是所阐述的“有代表性的”材料的挑选，并且还有阐述 
方式的挑选. 

八章内容的上述叙述可给出一种衡量所挑选材料的广度的尺度.然而，尽管本书 
已经那样庞杂,我们还是留下了金融理论及其应用的许多方面（例如 ， von Neumann - 
Morgenstein 和 Arrow - Debreu 的经典理 论， 它们的考虑“效用函数”最大值的投资者 

行为的最新版本，以及还有对于应用来说重要的计算成果) 

读者将察觉，作者经常采取以讲演者的姿态，作出“什么一何地一何时 （ what - 

where - when )” 式的说明.在离散时间情形下，本质上引人了所有基本结果的证明.在 

连续时间情形下，通常限于（鞅论、随机分析等等的）许多结果的自身陈述，并引用 
能找到证明的相应文献. 

为世界科技出版社 (World Scientific ) 写一本有关金融数学的书的建议是 Ole E . 
Barndorff-Nielson 教授在 1995 年初向作者提出的.尽管作者接受了这一建议，却只 
能在 1995 年中期开始草拟 本书; 起初， 他 曾经以为只需叙述离 散时间 情形.然而，随 
着本文著作的推进，作者越来越相信，不 触及连续时间 情形，关于金融数学和金融工 
程的表达远不是完整的.结果，书中既给出了离散时间的叙述，也给出了连续时间的 
叙述. 

本书由两卷组成，第一卷（“事实.模型”）包含第一章到第四章.第二卷（“理 
论”）由第五章到第八章所组成. 

基本文稿本身的写作大致花费了作者两年时间.有几个月时间花在书的样本的 
计算机打印、编辑和准 备上； 这些工作是由俄罗斯科学院数学部的信息一出版部的 

M. JI . JlerocTaeBa, T . B . Tojio30Ba 和 A . 几 M3aaK 做的.作者首先衷心感谢他 

们高度专业而又无比投入的 协助； 同时，还要感 i 射他们的宽宏 大量： 当作者不断更改 
已经打印编辑好的本文，向他们再次提出“最后”版本时，他们每一次都不厌其烦. 

作者感谢他在俄罗斯国内外的朋友和同行的 帮助； 还要感谢莫斯科的精算和 

金融中心 ( AKTyapHO-(})HHaHcoBbiH ueHTp ， A $ U ) 、德国的 VW - 项目 （ Volkswagen - 

project ) 、丹麦奥尔胡斯的数学研究中心 （Mathematical Research Center , MCAA ) 和 
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. 4 ■ 第一章基本概念、结构和工具.金融理论和金融工程的目标和任务 

1. 金融结构和金融工具 

按照现代观点（参见，例如， [79], [ 334 ]和 [345]), 金融理论和金融工程要 求研究 

金融结构的性质，以及利用各种金融工具和金融运作，考虑 时间、风险和 （通常是随 
机的） 周围环境特征等 因素，力求以最 合理的 方式配置金融资源. 

时间、动态变化、不确定性、随 机性： 正是因为有这些元素，使得“概率统计”理 

论，诸如， 

• 随机过程， 

• 随机分析， 

• 随机过程统计， 

• 随机最优化 

形成了本书中所运用的适合金融理论和金融工程需要的数学工具. 

§ la . 关键对象和结构 

1. 我们可区分出下列涉及金融理论 的关键对象和结构， 它们被用来定义和说明 
金融论题的特性，以及金融数学和金融工程的目标和工具： 

• 个体， 

• 公司， 

• 中介机构， 

• 金融市场. 



所画出的框图指出，在金融的理论和实务中，对上述四种结构之间，就如上图那 
样，赋以 金融市 场中心地位，并且它是随后叙述的金融的数学理论首先关注的结构 ■ 

2. 个 体：他 们的金融活动服从于 “消费一投资” 问题的求解，个体既作为消费 
者 （ “是现在消费得多些”）又作为投资者 （ “还是现在投资使将来钱更多？ ”）的 
双重行为，导致一个最优化问题的研究，它在数理经济学上被陈述为 消费一 储蓄问 
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题 ( consumption - saving ) 和投资组合决策问题 （portfolio decision making ). 在 效用和 

偏好理 论的框架下，第一个问题依靠 （von Neumann - Morgenstein ) 关于在不确定条 

件下个体的理性行为的公理来处理,它通过定量比较，例如，通过求效 用函数 (utility 
functions ) 的均值，给出某种类型的 最偏好 行为.个体面临的“投资组合决策”问题 
可粗略地描述为金融手段（考虑可能的风险）的最优（投资）配置，这里的金融手段 

比如包括不动产、黄金、证券（债券、股票、期权、期货等等）之类.建立投资组合中 

的分散化观念（参见 § 2 b ) 是诸如“不要把鸡蛋放在一个篮子里 （ Don’t put all your 

eggs in one basket )”， “毫无风险就毫无收益 (Nothing ventured , nothing gained )” 之 

类的流传格言的体现.下面，我们将描述个体在一个证券市场中所面临的各种机会 
(取决于其初始资本量). 

公司 （企业、厂商等 等)： 具有诸如“土地”、“工厂”、“机器”之类物理上可触 

摸的贵重物,也具有“组织机构”、“市场”、“专利”等等类型的贵 重物; 它运营业务 
机构，实施业务协作，开展技术生治理.为增加发展生产的投资，公司时时要发行 
股票，而有时也发行债券（就如政府那样).公司的治理活动应该由股票持有者和债 
券所有者的利益的最大满足来导向. 

中介机构 （金融 中介机 构)： 它们是银行、 （共 同基金 （mutual funds) 类的） 投资 
公司、养老基金、保险公司等等.从事期权、期货合约等等交易的交易所 (exchanges) 
也可归为中介机构. 

举世闻名（ I " 7 年）的交易所诸如 NYSE (New York Stock Exchange , 纽约股票 
交易所 )， AMEX (American Stock Exchange , 美国股票交易所 )， NASDAQ (National 
Association of Securities Dealers Automated Quotation System ， 全国证券交易商自 

动报价系统协会 ， The NASDAQ Stock Market , 纳斯达克股票交易所 )， NYFE (New 
York Futures Exchange , 纽约期货交易所 )， CBOT (Chicago Board of Trade , 芝加哥 

商品交易所）等等，它们全在美国. 1〕 

3. 金融市 场是货币和外汇市场、贵金属市场、包括证券在内的金融工具市场的 
总称. 

在金融工具市场中，通常可区分为 

• 基本 （一级）工具， 

• 衍生 （二级） 工具； 

后者是在（更初等的）基本工具的基础上构造的复杂金融工具. 

基 本金融工具包括下列 证券： 


D 以后我们将经常完全面向在美国的金融机构及其进行的金融活动.其主要原因在于美国的金 
融市场有着根深蒂固的传统（“华尔街，，!)；也就是说,有许多金融创新与这个市场相联系.同时，对 
于美国市场有浩瀚的文献和无数的日常出版物，以及众多的专著、教科书、参考书等等来研讨它. 
对此,读者容易通过书末所引的文献来核对. 
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• 银行账户， 

• 债券， 

• 股票. 

衍生金融工具包括下列 证券： 

• 期权， 

• 期货合约， 

• 权证， 

• 掉期， 

• 组合期权， 

• 价差期权， 

• 复合期权等等. 

我们注意到， 金融工程 常常被定义为 衍生金融工具 的制作（目的是为了 增加资 

本和降低风险， 后者是由未来市场状况的不确定性所引起的). 

我们现在来描述金融市场的若干基本要素. 

§ lb . 金融市场 

1. 货 币的起源要追溯到人们学习“物物交换”的时代，即把人们的“所有物”换 

为“想要物”的时代.这种相互关系体系至今仍然 有效： 我们在商品交换中用货币去 
买我们想要的货品，而出售者又转而用所得到的货币去购买别的 物品； 与此同时，货 
币也是服务的支付手段. * 

现代技术在货币流通的方式上有一场革命.当前在美国流通的全部美元量中只 
有8%以银行票据和现钱作为支付手段.主要货币支付是通过电子通信用支票和信 
用卡来传输的. 

货币除了它的“流通介质”功能以外，它还扮演重要的“价值度量”和“储存手 
段”的角色 （[108]), 

2. 外市： 作为其 他国家的货币 （其定量取决于汇率等等)，它是要求用“外国货 
币”来实现的国际经济联系 的支付 手段； 它的储备量是国民经济繁荣昌盛的重要指 
标. 

经济全球化促成了多个不同国家 的货币联盟， 承诺一起协调她们的货币和信贷 
政策以及调节她们之间的汇率关系. 

著名的布莱顿森林 ( Bretton - Woods ) 货币信贷体系就是一个例子.1944年，在 
美国新罕布什尔州 （New Hampshire ) 布莱顿森林举行了一次国际贸易主要参与者的 
会议 • 在这次会议上，一致同意维持一个以“布莱顿森林体系”著称的货币体系，其 
中货币汇率只能在一个非常狭窄的范围中偏离其官方宣布的 水平： 每边不超过1%. 
同时，这些平价汇率都是用美元来计算的，而为起动和管理这一体系，有关国家建立 
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了国际货币基金组织 (International Monetary Foundation , IMF ). 

然而，由于触犯主要货币（美元、德国马克、日元）的1973年的货币金融危机， 
布莱顿森林体系被认为已经耗尽其作用，而被浮动货币汇率所取代. 

1979年3月，“共同市场”（欧洲经济共同体 (European Economic Community , 

EEC ) 的大多数成员国创立了欧洲货币体系.这个体系规定参加国的货币汇率的变 
化通常必须落在官方中心平价率的±2.25%的范围内.这时，如果某些国家的汇率被 

认为处于离开这一 “走廊”的危险，那么这些国家的中央银行必须各自进行相互干 
涉，以防止这一事件的继续进展和保证这些国家之间的汇率的稳定性.（这种状况说 
明，为什么类似的体系也称为“校正浮动汇率体系 ”.） 

另外的货币联盟的例子是加勒比沿海、中南美洲、东亚等各种国家群体之间的协 
调，它们把本国货币的汇率紧盯某些强有力的“领导货币”.（详情参见 [108; 459-468 
页] .) 


3. 责金属 （键) ： 黄金、白银、白金以及其他贵金属（其中包括销属 元素: 铱、锇、 
钯、铑、钌)，它们在国际货币信贷系统中曾在以前（尤其是在19世纪和20世纪初) 
起着重要作用，并且至今还在继续起作用. 

在专著 [108] 的“金本位” 一节 （459-460 页）中，关于黄金的作用叙述如下：“几 

乎在整个19世纪和部分20世纪中，黄金在国际货币信贷体系中起着中心作用.金 
本位纪元起始于1821年，当时正是拿破仑战争结束不久，大英帝国宣称，英镑可兑换 
为黄金.美利坚合众国立即紧随其后，宣称美元也能兑换黄金.从1880到1914年， 
金本位就四处开花，但在第一次世界大战以后，再也没有恢复到当年的盛况.1971年 
它的痕迹完全消失，当时美国国库最终宣布废除以固定价格买卖黄金 

当然，黄金在国际货币体系中继续起着重要作用.例如，政府广泛运用黄金储备 
通过中央银行来偿付外债. 

由上述可得，目前人们可清晰地把在外币市场中调节中央银行活动的国际货币 
信贷体系的发展，区分为三个 阶段： “金本位”、“布莱顿森林体系”和“校正浮动汇 
率体系”. 

4. 银行账 户可看作债券型证券（参见下面的第5点)，其本质在于，锒行有义务 
对人们的账户支付确定的利息.在以后的讨论中，银行账户不止一次地出现，在许多 
情况下，它是各种证券价格方便的“度量单位”. 

通常要区分两种计算利息的基本 方式： 

• 一年 m 次（单利)， 

• 连续计算（复利). 

如果你在一'家银行开启一 1 个以利率 r ( m ) 一 年支付 m 次利息的账户，那么当你 
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的初始资本为％时， iv 年以后，你的总值就变为 


B N ( m ) 


石0 1 + 


r ( m ) 


mN 


m 


⑴ 


而在 AT + k/m (一个分数值，其中0 < < m ) 年时，你的资本将为 


B 


N+k/ 


( 771 ) 


方0 1 + 


r ( m ) 


m(N-\-k/m) 


m 


在以利率 r ( oo ) 连续计算利息的情形下，初始资本％在 iV 年后，将等于 


B n ( 



Boe 


(oo)N 


( 2 ) 


显然，随着 r ( m ) 


> r 


( oo ) 和 m 


―^ 



B N ( m ) B n ( oo ). 


如果连续计息的利率 r ( oo ) = r ? 那么对应它的 “一 年支付 m 次的利率” r ( m ) 由 


下列公式来 确定: 


r ( rri ) 


rri 


( e r/m 


1)， 


(3) 


由此可得，按照 r ( m ) 所对应的等价连续利率 r = r ( oo ) 可由下列公式 求得: 


r 


min f 1 



r ( m ) 


m 


⑷ 


在 


m 


的特殊情形下，对于广 


r 


⑴和 


r 


r ( oo ), 我们得到对于这些利率的 


下列相互转换 公式: 


r 


e 


1， 


r 


ln(l + r ). 


( 5 ) 


除了通告“年利率 p 以外,银行还可能通告“年贴现率的值，它意味着人们 
必须在账户中存入战) = 5 i ( i -?), 才能在一年后得到总量二 ^( i ). ?之间 


的关系显然为 


( l - m + r ) 




1， 


因此， 


r 


q 


+ f 


可能提出这样的 问题： （假定连续计息利率为 r = a /100) 要使你的资本加倍，需 
要多少 iV 年？很明显， iV 由下列关系式来 确定： 


2 


e 


N/100 


即， 


N 


In 2 - 100 


a 



70 


a 
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在实际中（比如每年计息两次)，人们经常运用所谓 72 法则： 如果 利率是 a /100, 
那么经过 72 /a 年后资本加倍. 

为使读者对各种方式的利息计算 = 1,2,3,4,6,12,00) 的资本增长有一个印 

象,对于^ — 0,1, ■ • ■ , 10, Bq = 10000以及 r ( m ) — 0.1, 我们引入对应于所有 m 的值 
B t { m ) 的表： 


t\m 

1 

2 

3 

4 

6 

12 

OO 

0 

10000 

10000 

10000 

10000 

1 

10000 

10000 

10000 

1 

11000 

11025 

11034 

11038 

11043 

11047 

11052 

2 

12100 

12155 

12174 

12184 

12194 

12204 

12214 

3 

13310 

13401 

13433 

13449 

13465 

13482 

13499 

4 

14641 

14775 

14821 

14845 

14869 

14894 

14918 

5 

16105 

16289 

16353 

16386 

16419 

16453 

16487 

6 

17716 

17959 

18044 

18087 

18131 

18176 

18221 

7 

19487 

19799 

19909 

19965 

20022 

20079 

20138 

8 

21436 

21829 

21967 

22038 

22109 

22182 

22255 

9 

23579 

24066 

24238 

24325 

24414 

24504 

24596 

10 

25937 

26533 

26743 

26851 

26960 

27070 | 

27183 


5. 债券： 这是政府或银行、企业、股份公司以及其他金融机构以积累资本为目 
的所发行的债务契约. 

债券在许多国家都是非常普及的，并且在债券上的存款的绝对数量要超过在股 
票或其他证券上的投资.它们的主要吸引力（尤其是对于保守的投资者来说） 在于: 
对于债券来说，清帐是在预定利率规范基础上支付的，并且确保在规定的时间偿还 
全部借款，当然，人们不能确凿地肯定政府债券或公司债券是无风险金融工具.比如 
某个濒临破产的公司在支付利息时违约的风险当然总是存在的.在这一含义下，政 
府债券比公司债券的风险要小，不过，公司支付的利息也要比政府支付的利息要高. 

债券购买者自然渴望知晓他想购买的债券的发行公司的风险程度.人们可在一 

系列出版物（例如“标准普尔债券指南 (Standard & Poor’s Bond Guide )”） 上找到各 

种债券发行金融机构的评级.风险越小的公司 （ B 卩，评级较高的公司）支付的利息越 
少.而相应的是，评级较低的公司发行债券就要通过支付较高的利息来吸引购买者. 

我们可用几个数值参数 （( i )-( vii )) 来刻画在时刻 t 二0发行的每一种 债券： 

( i ) 面值 (par value, face value) P ( T , T ) ? 即在到期日向债券持有者支付的总额； 

( ii ) 到期日 （债券到期的年份 ， the year the bond matures ) T , 其中 T 是债券的生命 

期 ( maturity ) (对 于短期 债券的生命期通常是一年或更短，对 于中期 债券是2-10 
年，而对于长期债券 T > 10 年)； 

( iii ) 债 券利率 （息票收益率） （ bond’s interest rate , coupon yield ) r c 决定 红利， 它是由 
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债券发行者向债券持有者支付的量，并等于 “ r c x (面值)”； 

( iv ) 在时刻/： = 0 发行的 T 年到期的债券的原始价格 （the original price of bond ) 

P (0， T ). 

如果在时刻 t = 0 发行的债券比如 T = 10 年到期，面值为$1000,息票利率 
r c = 6/100 (=6%),那么以$1000 (原始价格）购买的债券，将在十年内获得$600盈 
利，它是下列各项 之和： 


面值 

$ 1000 

+ 


10年利息 

1000 x 6% x 10 二 $ 600 

购买价格 

$ 1000 


二 $ 600 

在时刻 i = 0购买、 T 年到期的债券的持有者当然可在这 T 年中都持有它，以获得 
债券利息和（在时刻 T ) 获得债券面值.然而，其实他也可认为把债券持有到到期日 
T 是无利可图的，例如，如 果通货膨胀率 n nf >在这种情形下，债券持有者可运 
用他的权利（一般来说，可在任何时刻 0 < t < r) 出售（偿还期在时刻 T 的）债 
券，其价格为其在时刻 i 的 

( v ) 市值 P ((， T ). 

显然， P (0， T ) 是债券在发行时刻的（原始）价格，而 P ( T , T ) 是它的 面值. （在上 
述例子中，两者都等于 $1000.) 虽然在原则上，市值 P ( i , T ) 有可能高于面值 P ( T , T ), 
但在一般情况下，总有不等式 P ( T , T ). 

现在假定债券持有者在债券发行两年后出售债券，债券对于 i = 2, r = 10 的市 
值 P (2,10) 变为 $800. 于是他购买债券并持有两年的盈利 如下： 

市值 $ 800 

b m 

利息 1000 x 6% x 2 = $ 120 


购买价格 $ 1000 


= —$80 

这样，他的盈利实际上是负的，即其损失为 $80. 另一方面，以市值 P (2，10) 
$ 800购买债券的投资者将在以后的8年中 盈利： 
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面值 $ 1000 

+ 

利息 1000 X C % X 8 = $ 480 


购买价格 $800 


二 $ 680 

我们强调，确定息票支付量的债券利率 r c 在债券的整个生命期中是不变的.然而， 
债券市值 P ( t ， T ) 是随时间波动的.这个值是多重经济因素作用叠加的 结果： 需求和 
供给，其他证券的收益率，投机活动等等.把 { P ( t , T )} 看作随时刻 t (0 < t < T ) 演 
变的随机过程，我们看到，这是一个在下列含义下的条件 过程： P ( T , T ) 的值是固定 

的，并等于债券的面值. 

图1画出了市值 P ( t 7 T ) 在时间区间0 < ( < r 上可能有的随 t 变化的波动，而 
它在到期日 T 的值则“达到”预定的面值 P ( T , T ). 



还有一个常用的债券特征为 

( vi ) 当 前利率 (the current yield ) r c ( t ， T )， 它确定为“年利息”与（当前) 

市值之比， 

它使得不同的债券之间有可能进行相互比较.（在上述例子中， r c (0,10) = r c - 6%, 

r c (2,10) -6%- 1000/800 = 7.5%.) 

此外，还有下列大概是最重要的债券特征，它能够使人们既考虑利息支付、又考 
虑到期日偿还的（到 佘下 的有效期的） 盈利， 并由此给出了另一个比较不同债券的可 
能性;这一特征就是 


① “0 < i 是英文版加上的. 


译者注 
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( vii ) 到 期盈利 （用百分比度量 ）（the yield to maturity ) 或 盈利率 


p(T — t ， T ) 


(这里 T - t 是债券余下的生命 期)； 它使得在区间 ( t , T ] 上的利息支付的折现值 
与面值之和等于债券的当前 市值； 这样一来，盈利率定义为下列方程的根 p = 


P(T-t ， T) : 


P ( t , T ) = 



P ( T , T ) 

(l + p ) r ~ fc ， 


( 6 ) 


(这里的度量单位为 一年， i 二 1， 2, …， 7\) 

在市值 P ( t ， r ) 总是与面值 P ( T , T ) 重合的情况下，由这一定义得到 p ( T - t , T ) = 


r c - 

在图2中画出了典型的“ 盈利曲线”， 其中 p { s , T ) 的曲线图像是作为余下时间 
s = T — t 的函数来画出的. 



在上述叙述中，我们没有触及市场价格 { P ( t , r )} 的结构 问题，比如，在概率论框 
架中来考察的结构问题,对于这样一个相当不简单的问题,我们将在第三章中进一步 
讨论. 

这里我们仅注意到,价格 ( P ( i , T )} 的结构和动态变化的概率描述通常釆用下列 
两种 方式： 

a ) 直接规定价格 P ( t , T ) 的时间演变（基于价格的方式 ， a price-based approach ) ; 

b ) 间接规定，其中，首先规定的不是价格 P ( i , T ), 而是盈利率 { piT - t . T )} 的时间 
结构，或者是“利率”型类似特征的时间结构（期限结构的方式 ， a term structure 

approach ) * 

我们还察觉到，债券价格和盈利率之间互相换算的联结公式 （6) 是按照“单利” 
模式来构造的（比较 m = 1的⑴).也不难给出“复利”模式下的相应公式（比较 
(2)), 即在连续计息情形下的相应公式. 
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正如我们已经注意到，债券是由各种金融机构为了各种目的而发行的. 

公司债券 (corporate bonds ) 的发行目的是为发展生产、现代化、支付 

运营费用等等积累资本. 

政府债券 （government bonds ) 用于各种政府规划，偿还外债等等.在 
美国，政府债券就是国库券、中期国债、公债 （ U . S . Treasury bills , notes , 
bonds ),© 它们可通过联邦储备银行或经纪商来购买. 

地方债券 （munidpal bonds ) 可被州政府、市政府等等用于支付各种项 

目（道路、学校、桥梁等等的建设)，补充预算等等. 

有关公司债券及其特征的信息可在许多出版物中找到（例如，参见“纽约股票 

交易所 （New York Stock Exchange )” 中的“纽约交易所债券 (New York Exchange 
Bonds )” 分册，或“美国股票交易所 (American Stock Exchange )”). 

关于债券信息的某种方式的表示可能以下列形式来 获得： 

IBM - JJ 15-7 °/o of ，01， 

它意味着所提到的债券是由 IBM 公司发行的，利息在1月 ( January ) 15日和7月 
( July ) 15日支付利率为= 7%，到期日是2001年. 

当然,在这些出版物中也有债券的面值及其当前市值的信息.（详情参见例如，书 

[469].) 

6. 股票 （ stock , stocks ): 这是由公司、 企业、 厂商（如同在债券情形下一样）为 
增加资本而发行 的股份 证券，股票基本上可分为两种 样式： 普通股 (common stock ) 
和 优先股 (preferred stock ), 持有它们在红利支付和风险程度上都有所不同. 

普通股的持有者获得红利作为他对公司的利润（收益）份额，其数量取决于公司 
的经营成果.在公司破产的情形下，投资者丧失其全部投资.优先股则在失去其全部 
投资上的风险程度 较小； 其红利发放是有保证的，尽管一般来说,红利的幅度不会随 
着公司的利润增加而增加. 

I 

还有其他样式的股票，它们涉及参股的份额，发放红利的特殊方式等等. 

许多购买股票的投资者并非是被红利（对应债券情形下的利息）所吸引，而是由 
于股票价格的波动，他可通过比别人超前地低买高卖而有机会“赚钱”. 

根据某些估计，5千多万美国人持有股票. （1992 年末，2418447名投资者持有 
AT & T 公司的股票，其股票总数为1 33 "1 66 1 5 股; 参见 [357].) 

为买卖股票,人们需要去找一家经纪行 (brokerage house ), 这是成为股票交易所 
(stock exchange ) 会员的投资公司.应孩注意到，尽管个体股民数在增长:，个体所持有 

① bill, note, bond 的 f 别就^"于债^的期限，它们也可明确地 译为： 短期国债、中期国债和长期 

国债. ——译者注 


在欧洲利息通常一年发放一次，但在美国是两次，每隔6个月发放一次. 
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的实际股份数却在 下降; 这是因为个体投资者通常不直接参与证券市场的活动，而是 

通过“机构投资者” (institutional investors )， 其中包括共同基金 （mutual funds ) 、养 

老体系、保险公司、银行等等，它们是包括股市在内的证券市场上的基本“局中人”. 

股票交易是在各国的交易所中进行的.最早的交易所看来是早在17世纪出现 
的阿姆斯特丹证券交易所 (1602), 其交易对象是股份公司的股票.在传统上，欧洲的 
(证券）交易所处于银行的有力控制之下.与此同时，美国的证券交易所是与银行系 
统分隔的（[48 2 ;第10页]) . 

(1997 年前后）两个最大的美国交易所是 NYSE (New York Stock Exchange , 纽约 

股票交易所，成立于1817 1987年有 I 366 个“席位” （ seats )) 和 AMEX (American 
Stock Exchange , 美国股票交易所，它是在1842年创建的纽约路边交易所 (New York 
Curb Exchange ) 的基础上于 1921 年形成的). 一 家公司为了使自己的股票能在交易 

所上市，它必须满足某些要求（它的规模、利润等等).例如， NYSE 这样要求 公司: 

税前所得（计税前的利润， pre-tax earnings , pre-tax profit ) 必须 2500 万美元以上，股 

份数必须110万份 以上； 市值必须1800万美元以上.尤其是，只有著名的大公司的 
股票才能在该交易所交易 (1993 年有2089家上市公司)①•在 AMEX 交易的基本上 
是中等规模公司的 股票； 在那里上市的公司有841家®. 

NASDAQ (纳斯达克 ， National Association of Securities Dealers Automatic Quo - 

tations ) 交易所是美国的另一家股票交易的大 机构; 各种规模的上市公司有 4 700家, 
其中有大公司，有中公司，也有迅速发展的小公司- 

参与 OTC ( Over - the - counter , 场外）证券市场的公司数 (40 000家左右，[ 357 ])引 
人注目.这个市场如同 NASDAQ 那样，没有类似 NYSE , AMEX 等等那样的中心场 

所.交易是由经销商通过计算机电子通信来进行的，而经销商就在自己的账户上买 
卖股票.这种交易包括形形色色、五花八门的 证券： 普通股与优先股、公司债券、美 
国政府发行的各种证券、地方债券、期权、权证、海外证券. 

转向 0 TC 的基本原因或者因为是小公司、新公司，或者因为是公司股份数不 
多； 这就是说， 0 TC 对于公司的资本规模等等实际上没有要求（或者说只有最起码 

的要求). 

另一方面，那些符合其他交易所要求的公司也经常转向 OTC ， 只要 OTC 的“交 
易谈判，，风格比“组织良好的交易所”系统所要求的更方便.还可能有别的原因来转 
向 0 TC 系统，比如,有的公司难以按“大”交易所的要求来披露其财务状况 • 

当然，无论对于 “大” 投资者，还是对于“小”投资者来说，重要的是关于进行股 
票交易的公司状况、股票报价及其演变的信息.同样重要的是还有有关“整体”经济 
状况、证券市场状况的信息，它们都以某种 “ 综合”指数、 “一 般化”指数来表达 ■ 

从经济“整体”状况的信息的视角来看，最著名的是 道琼斯 （Dow Jones ) 平均指 


® 截止到2006年底， NYSE 的上市公司为 2764 家， 
® 截止_ 2007年 6 月， NYSE 的上市公司为 859 家. 


译者注 

译者注 
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数和道琼斯指数.平均指数有 四种： 

• 道球斯工业平均指数 (Dow Jones Industrial Average , DJIA , 它取自 30 家工业 

公司)； 

• 道球斯运输平均指数 (Dow Jones Transpotation Average , 它取自 20 家航空、铁 

路和运输公 司)； 

• 道球 斯公用事业平均指数 (Dow Jones Utility Average , 它取自 15 家煤气、电力 

和能源公 司)； 

• 道球斯 65 综合平均指数 (Dow Jones 65 Composite Average , 它取自包括在上述 
三种平均指数内的65家公司). 

注意，比如，通常就称为道 ( Dow ) 指数的（综合）指数 DJIA , 它由30家大型 
(“蓝筹 （ blue - chip )”） 公司所构成，但它并非是一个简单的算术平均指数，而是根据有 
较高市值的公司的股票在综合指数中有较大的权重来形成的，这样一来，少数公司 
的股票价格的大变化可引起指数整体值的强烈变化（就如经济的 “ 工业”状况指标 

那样)[綱 • 

(关于 Dow 的历史，1883年 ， Charles H . Dow 开始列出九家铁路公司和两家 

制造业公司的“收盘价”平均值表.这些表被广泛流传运用，并且为 Dow 及其同伙 

Edward H . Jones 于1889年一起创建《华尔街日报 （The Wall Street Journal ) 》奠定 

了基础.参见例如， [310].) 

除 了道琼斯指数 以外，广泛流传的指数有 ■. 

• 标准普尔500指数 （Standard & Poor’s 500 Index , S & P 500), 

• NYSE 综合指数 (The NYSE Composite index ), 

• NASDAQ 综合指数 (The NASDAQ Composite index ), 

• AMEX 市值指数 (The AMEX Market Value index ), 

• Value Line , 

• Russel 2000, 

• Wilshire 5000, 

• . 

标准普尔 500 指数（不同于“道琼斯”）目前是由大量公司来构成的（总数为500 
= 400工业公司+ 20运输公司+ 40公用事业+ 40金融公 司)； NYSE 指数包括所 
有在纽约股票交易所上市的公司的股票，如此等等. 

(关于标准普尔 (Standard & Poor) 的历史. Henry Varnum Poor 自1860年起开 

始每年发布《公司统计的普尔手册 （ Poor’s Manual of Corporate Statistics ) }, 比道 

琼斯公司首次每日发布“收盘价”平均值还要早20年.1941年，普尔金融服务公司 
( Poor’s Finance Services ) 与标准统计公司 （Standard Statistic Company ) 合并，后者 

是另一个金融信息搜集发布方面的领军公司.这一联盟的结果使得所创建的 标准普 
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尔公司变为金融统计的大型信息服务发布商（参见，例如， [310].) 

除了上述类型的各种出版物以外，人们还可通过 “NASDAQ” 电子系统获得 5000 

多家参与 OTC 交易的公司的股票的“买卖”价格 （“bid price” 和 “ask price ”） 的即 

时 信息® 通过经销商，经纪商可在任何时刻知晓其他经销商所报的买卖 价格. 然后， 
经纪商可直接与价格上看来对他更有吸引力的某个经销商进行“交易接触” • 

经济全球化导致人们有必要不仅要知道本国公司的状况，还要知道其他国家公 
司的状况.相应的出版物也存在（在美国采用这样的术语用法：术语“世界 (World )” 、 
“世界范围 （ Worldwide)” 或者“全球的 （ Global)” 是指包括美国市场在内的所有市 
场；而术语“国际的 （ International)” 只指美国以外的外国市场). 

关于 16 家国际 (International) 主要交易所的状况可从《华尔街日报 (The Wall 

Street Journal) 》上得知，它在其“股票市场指数 （Stock Market Indices)” 版上登载这 

些交易所的每日收市指数及其与上一日相比的相对和绝对变化. 

每个人都根据许多出版物（甚至在日常报纸上）熟知，股价和各种金融指数值都 

总是以诡异混沌的方式变化. 

这里我们以表明 DJIA 指数变化的图像为例（见图 3). 



图 3 道琼斯工业平均指数 (DJIA, Dow Jones Industrial Average) 的演变 . 1987 年 10 月 19 日，在 
这个崩盘日， DJIA 下跌 508 点 . 

在图4上，画出了 S & P 500 指数在 1982—1988 年期间的曰变化 *9 = ( S 7l ). 由再 

下一个图看来很明显，从研究指数中所蕴含的“随机”状态的视角来看，更为方便的 
不是量5 = ( S n ), 而是量心= ln ^-; 后者可解释为“收益率”、“回报率”或“对 

数收 益率” （参见第二章， § la ). 它彳 if 的性态比 S = (&) 呈现得更“均 匀”. 对应的 
h = { h n ) 的值的图像在图 5 中画出. 

在图3和图4中清晰可见的1987年末的急剧下跌，有关著名的十月 崩盘； 当时 


①英译本在这里还加上可通过下列系统获得金融 信息： 路透 (Reuter) . 彭博 (Bloomberg) . Knight 
Kidder 、 Telerate. —— 译者注 
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图 4 1982—1988 年期间的 S&P500 指数 

0,10 

0.05 

0-00 

-0.05 

^ 0.10 

-0.15 

- 0.20 

1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 

图 5 根据图 4 的数据所构造的 S&P500 指数的 = In ^— 的每日值 

On—1 

股价突然狂跌,而投资者怕“全盘损失”，赶紧拋售股票.股票的大量拋售引起人们情 
绪和心理上的极大恐慌，并造成市场上股票出售价一泻而下.例如，在 NYSE , 1987 
年整个1月，只有3亿股转手，而在崩盘日10月19日有6亿零4百万股转手，到 
10月20日，这个数目又增加到6亿零8百万股. 

在崩盘日， AT & T 股票的开盘价为$30,而收盘价为$23-这样一来，该公司损 
失了 21.2%的市值. 

整体来说，在1987年10月19日， DJIA 比1986年12月31 FI 下跌了 22,6%. 
用绝对数值表达，它意味着5千亿美元. 
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另一个著名的经济危机是在1929年，同样发生在十月. NYSE 交易所在（危机 
前 ） 10月24日转手了 1290万股，而在崩盘日10月 2 9日则转手1640万股.与此相 
应的是， DJIA 指数在10月29日比1928年12月31日下跌了 12.8%,用绝对数值 

表达，它意味着140亿美元. 

在图 3-5 中我们可清楚地看到 DJIA 指数和 S & P 500 指数在一个 几年的 时期中 
游弋不定的波动特征.作为补充，在图6中，我们还直观表明 DEM / USD 汇率在一 
个交易曰（即1993年8月19日，星期四）中是怎样变化的. 


1.530 + 



1,515 M -1- 1 -1-1-1-1-1- H 

0 3 6 9 12 15 18 21 24 


图 6 汇率 DEM/USD (“买卖”差价之间）的平均值在 1993 年 8 月 19 日一整天的动态变化 （0 点 
对应格林威治时间 0:00) 


首先试图依靠概 率论概 念来对（巴黎市场的）股价的演变 S 二 ( S t ) t ^ o 进行数 

学描述的是 Louis Bachelier (1870.03. 11— 1946.04.28) 在他的博士论文《投机理论 
(Theorie de la speculation ) } 中作出的；该文发表于《高师科学纪要 (Annales Scien - 
tifiques de l，Ecole Normale SupSrieure ) 》第 17 卷 （1900)，21-86 页， [12], 其中 Bachelier 

把 5* 二 ( S t ) t ^ o 看作一个随机 过程. 

在分析价格的经验数据 &△)， f = ◦，△， 2 A ， …（时间间隔为 A ) 时，他察觉 S \ A 、- 
的均值（在统计意义下）为零，并且起伏 \ S { t A) - W A il 是#阶的. 

有同样性质的例如有随机游走 s t ⑷， f 二 0, A ， 2A ， … • ， 

為 △)=&+ E &△)， 

其中 &△) 是以概率_取两个值的独立同分布随机变量. 

A — 0 的极限过渡（在相应的概率意义下）导致随机过程 


St — So + o'Wtj 亡 > 0, 
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其中 W 二 {W t ) t>0 无非就是 Bachelier 考察的布 朗运动 （或者以 N . Wiener (维纳) 

的名义称为维纳过程，1923年维纳在 [476] 中构造了这种过程，并对它发展了严格数 
学 理论； 也参见后面的第三章， §3 a ). 

从布朗运动出发， L . Bachelier 给出了数学期望公式 Cr = E / r , 这里 /t = (*SV - 
从现代观点来看，它给出了（在假定银行账户的利率 r = 0以及战 ) =1的条件 
下）①购买一个标准买人期权 的合理 （公平） 价格（权利 金)，它是标准买人期权 （call 
option ) 购买者应该向期权发彳了者支付的钱，后者承诺在到期日 (maturity time ) 7 1 以 

执行价格 （strike price , exercise price ) K 出售股票（参见下面的 § lc )_ (如果 5 V > K ， 

那么期权购买者有综合利润为 S t -K = C T , 因为他能够以价格 K 来买入股票，再 
以较高的价格 St 来 卖出； 而当办 < 火时，购买者只需不把期权提交执行，并且他 
的损失等于所支付的权利金 C r .) 

Bachelier 求得的公式（参见第八章， § la ) 

C T = (5 0 - m (^ f )+ aVT V (^ f ), ⑺ 

其中 

^( x ) = ~i^= e ~ x2/2 ^ 电 ( x ) 二 ^{y)dy, 

V27T J-oo 

事实上是对于标准买人期权合理价格的著名的执 公式 （参见 第八章 § lb ) 
的 前驱; 对于后者假定 S = (&) 用几何 （或 经济） 布朗运动来 描述： 

S t - S 0 e aWt+ ^~ a2 ( 8 ) 

这里 W = ( W t )^ 0 是布朗运动. 

在假定 银行账 户利率 r 等于零和 石 q = 1的条件下， Black - Scholes 公式给出下 
列对于标准买人期权的合理价格 C T = E(S r - K) + 的表 达式： 


C r = S 0 ^( y +) - K ^( y _), (9) 

其中 

2 /土 = 卜 I 土宇 ] jaVT. (10) 

(至于 r # 0 和 Bo > Q 情形下的一般 Black - Scholes 公式，参见第八章， § lb .) ② 

值得注意的是，根据⑺，当火= 5^时， 



® 这里和以后的关于= 1的条件都是英译本加上的. 

> 0” 和 “§ lb ” 是英译本加上的. 


译者注 

译者注 
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它给出了合理期权价格随“执行时间” T 的增长而增长的表示式. 

“正确”描述这样那样的股价类金融指数 S = ( S t ) t >0 的动态变化的问题，还远 
没有完全研究清楚，并且它是多项概率论和统计特征研究的对象（以后的第二、三、 
四章都讨论这类问题).正如我们早已说明（见第4点)，类似的（但大概更为困难的) 
问题也在联系债券市场价格 P = { P ( t , T )} 的随机演化描述时发生，后者作为随机过 
程 （0 < * < T < oo ) 在“右端终点”（即 （ = T ) 有固定条件 • （这些问题将在下面的第 
三章中讨论 .） 

§ lc . 衍生证券 市场. 金融工具 

1. 1970年代初，世界各国对证券市场的兴趣都陡然大增.人们自然试图理解， 
1970年代初发生了什么，它们对经济的新发展，尤其是对证券市场，产生怎样的冲 

击. 


金融市场（既包括资本 市场： 长期证券市场，也包括货币 市场： 短期证券市场) 
在1960年代以非常低的波动率（变化率）而著称，利率非常稳定，而汇率是固定的. 
从1934年到1971年美国奉行以每盎司 （=28.25 克 ） 35美元的固定价格买卖黄金. 
美元被看作黄金的等价物，“贵如黄金”.尤其是，黄金的真实价格不是由市场力量来 
决定的，而是以人为方式来决定的. 

这样的一般市场状况限制了投资的主动性，也阻碍了引进金融新技术. 


另一方面，1970年代发生了几起导致金融市场结构巨大变化和波动率大为增长 
的事件.我们列举其中最重要的一些（参见 [345], [108]，也参见 § lb 的第 2 点). 

1) (1973 年）许多国家群体放弃固定汇率，而转向“浮动”汇率（使某些货币在 
某个确定的“带子”内浮 动)； 由此特别是提出了关于中央银行怎样最优干预这一有 
趣而重要的问题. 

2) 美元（相对于黄金）的 贬值： 1971年尼克松政府放弃了 1盎司黄金35美元这 
一固定价格.这导致在1970年代以美元计算的黄金价格急剧上 涨：在 1980年它已 

涨到1盎司570美元，1984年回落到308 美元; 从1984年起金价多半浮动在300到 
400美元之间. 


3) 由于石油卡特尔 OPEC 的政策而引起的全球石油危机开始成为国际市场上石 

油价格的基本规律之一 (OPEC (Organization of the Petroleum Exporting Coutries , 

石油输出国组织）建立于1960年，旨在统一和协调该组织成员的石油政策，以保护 
她们的 利益； 目前，它的成员是阿尔及利亚、安哥拉、印度尼西亚、伊朗、伊拉克、科 
威特、利比亚、尼日利亚、卡塔尔、沙特阿拉伯、阿联酋、委内瑞亚.)@ 

4) 股票销售活动的衰落.（在美国，这一衰落按其实际价值计算超过在1930年 
代大衰退时期的衰落 .） 


①译者在这里加人了 2007 年开始参加的成 员国： 安哥拉 . 另外，厄瓜多尔和加蓬也曾经是成员 
国 . 英文版在这里略去了对 OPEC 的说明 . —— 译者注 
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5) 世界各国处于（特别是考虑到第二次世界大战的破坏）不同的经济状态. 

在这样的条件下，传统的“单凭经验的方法（拇指法则)” (the old “rules of thumb ”) 
和简单的回归模型开始不能充分反映经济状态，其中包括金融业务. 

事实上，市场对于投资者来说，迅猛地展现了新的机会，使他们的投机活动（不 

是在这个词的贬义下来理解，而是在它的原来意义下来 理解： “投机 ( speculation )": 

预想，思辨构想，沉思）获得了广阔天地.各地开始建立起期权、债券期货的交易所. 
1973年 CBOE (Chicago Board Options Exchange ， 芝加哥期权交易所）开张，它是专 

门从事标准期权合约交易的交易所.投资者对这一新的更具有活力的机会立即作出 
响应.在开张日4月26日，出售了 911个16种股票的买入期权 合约； 一 年以后，日 
交易量达到2万多 合约； 三年以后达到每日10 万； 1987年则是每日70万.如果再 
考虑到每张合约都涉及买卖100股股票,那么，这就是说，在1987年的日转手率是 
每日7千万股.（详情参见 [353].) ① 

同样在1987年，纽约股票交易所 NYSE (New York Stock Exchange ) 的日转手 
率为1900万股. 

1973年令人瞩目并非仅仅是建立了第一家有组织的标准期权合约的交易所.与 

此同时的是两篇著作的发表： F . Black and M . Scholes . The pricing of options and 
corporate liabilities (期权定价和公司债务)， [44], 以及 R . C . Merton . The theory of 
rational option pricing (理性期权定价理论)， [346] ;这两篇著作可以毫不夸张地说在 

金融资产定价的方法论上引起了彻底革命.看来很难指出在金融学文献中还有别的 
理论研究在金融资产定价的实务中那么快地找到应用，并且还成为更复杂的期权以 
及其他形式的衍生证券的各种各样研究的源泉. 

2. 在金融工程师作为工具来运用的衍生证券中， 期权合约和期货合约处 于最显 

著的地位.通常认为，这两者和另一些衍生证券都有很高的 风险； 但与此同时，它们 
及其各种各样的组合不仅被用来成功地获得（投机）利润，并且也为价格的剧烈变化 
提供了保护手段. 

期权 ( option ) :这是由公司、银行和其他金融机构发行的证券（合约)， 

它赋以购买者按预定的条件在今后某一个期间或时刻来购买或出售某种确 
定的有价品（例如，股票、债券、外汇）的权利. 

与给出购买或出售权利的期权不同， 

期货或期货合约 ( futures ): 这是在未来的某个确定的时刻按照在签约 
时刻承诺的 （期货） 价格来购买或出售某种确定的有价品（例如， 黄金 、谷 

物、外汇） 的承诺义务. 


①2005年， CBOE 的期权交易总量为468 249 301个合约，比 h 年增加30,这些合约的总值超过 

12万亿 美元. 一一译者注 
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a ) 期货对于形形色色的商品和有价品的购买者和出售者来说都有实际意义. 

例如，操心在未来以“好”价钱出售其谷物、而又担心价格会突然 吓 跌”的精 
明的农夫乐于与磨坊主（面包师）签订一个“适当的”（尚未成熟的）谷物供应合约， 
以取代等到谷物成熟以后再以未来市场上（谁也不知道!）的价格来出售. 

从磨坊主（面包师）的方面来看，也同样对以“适当的”价格来购买谷物感兴趣， 
以避免谷物在未来可能大幅上涨. 

最终，对双方来说，都有同样的使市场上未来价格的不确定性所引起的 风险最 
小 化这一 目标.在这一含义下，期货合约是利益双方可能建立的共同协议的形式. 

在转向期货合约的内容讨论以前，先来讨论另-种相近的协议形式是有 益的； 这 
就是所谓远期合约. 

P ) 正如在期货合约的情形中那样， 

远期合约或远期也是某种有价品或商品的在未来按照预先约定的（远 
期）价格来买卖的协议. 

期货合约与远期合约之间的区别在于，远期通常是在没有任何中介的双方之间 
签约的.期货合约则是在 有组织的交易 所中签约的，并且交易双方可能互相完全不 
认识，而由专门的结算系统来处理合约的某个亏本方. 

通常，想买入的一方称为“持有多头 （long position )”. 而承担提货的一方称为 

“持有空头 (short position )”. 

远期合约和期货合约的根本问题在于设定所谓“远期价格”和“期货价格”，它 
们事实上（在定价时刻）可能不同于交易商品的市场价格. 

远期合约的运作模式大致 如下： 



^ 钱 


出售者 


购买者 



商品 

1 



这里商品的理解是广义的.例如，它可能是外币.这时，比如你想要用美元 ( USD ) 
来购买瑞士法郎 ( CHF ), 那么假设关于远期的信息大致如下： 

当日价格 1 USD =1.20 CHF , 

( 即用 1 USD 可购买 1,20 CHF); 

30日远期 1 USD -1. 19 CHF ； 

90日远期 1 USD =1.18 CHF ; 

180 日远期 1 USD -1.17 CHF . 

这里出现的局面在下列含义下是典 型的： 随着（所提出的期限） 时间 间隔的 增加， 你 
用1美元来买瑞士法郎所得到的 将越来越少， 也就是说，如果你想要在6个月以后 




1. 金融结构和金融工具 


.23 . 


有10 000瑞士法郎，那么这将需要支付 


10 000 
1.17 


- 8547 ( 美元 ). 


而如果你现在就需要10000瑞士法郎，那么这只要支付 


10 000 
1.20 


= 8333 (美兀 1). 


很明显，10 000 CHF 的实际市场价 值经过6个月以后可能不同于8547 USD . 它可多 
可少，取决于6个月以后的汇率 CHF / USD 的状况. 

正如已经注意到，远期协议是双方的协议，并且在原则上存在其潜在的不现实的 
危险.为此经常很难找到你想要的商品的卖主，或者相反，很难找到感兴趣的买主. 

(关 于期货的背景材料 根据 N . Apostolu 编著的“期权和期货投资精要 (Keys 

to investing in options and futures, Barron’s Educational Series, 1991 )，，， “美国的第—— 

家有组织的商品交易所是芝加哥期货交易所 (Chicago Board of Trade, CBOT), 1848 

年创建于芝加哥.这个交易所原本是为了作为引导现金谷物交易的中心市场，但直 
到 1865 年才在那里开始有第一笔期货交易.今天,芝加哥商品交易所是世界上最大 
的期货交易所，全美国的期权合约几乎有一半在这里进行交易. 

金融期货是直到 1970 年代才开始引进的. 1976 年，国际货币市场 (International 
Monetary Market , IMM) 作为芝加哥商品交易所 (Chicago Mercantile Exchange , CME) 

的一个分部，开始经营90天国库券 (Treasury bill ) 期货合约交易.下一年， CBOT 发 
起公债 （Treasury bond ) 期货合约交易. 1洲1 年,创立欧元期货合约- 

1982年出现了金融期货的重要里程碑，那就是堪萨斯期货交易所 （Kansas City 
Board of IVade ) 推出基于 Value Line 股票指数的股票指数期货合约.紧随着这一创 

举,很快就有芝加哥商品交易所推出 S&P500 指数期货合约，以及纽约期货交易所上 
交易的纽约股票交易所综合指数.所有这些合约所提供的都是现金交割而不是证券 
交割. 

期货交易所的交易量在最近的30年里飞速增 长：从 1960年的3900万个合约 
上升到1989年的26 700个合约.在其简短的历史中，金融期货已经变成期货市场中 

的占优势的因素. 1989 年，所有进人交易的期货合约的 60% 是金融期货.迄今为止， 
交易最为活跃的期货合约是在 CBOT 交易的公债期货合约 ） 

7 )表面上看来，也就是这些情况导致在交易所中以特殊的结算机理进行交易的 
期货合约的产生，其一般图景可用下列方式来描述. 

假定，3月1日你向你在交易所的经纪商发出指令，比如（以某种展望的价格) 
购买一定数量的小麦.经纪商在交易所中递交了这一订单，然后交易所又把这一订 

单转交给交易所的交易商之一.交易商寻求适当的价格，并且在他找到适当价格的 


® 这段背景材料在俄文版中没有.但背景材料前面的一小段被英文版略去. 
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情形下，向其他交易商发出信号,他想按这一价格购买期货合约.如果某个交易商同 
意，那么买卖就成功了.如果买卖没有发生，那么交易商就通知经纪商，而他再转告 
你商品要有更高的价格，你就必须采用这样或那样的决策. 

假设,最终合约签成了，于是你，购买者，就持有 多头， 而岀售者就持有 空头. 

再令％是双方协商的（期货）价格,小麦将在10月1日（按价格巾交割.现 
在，合约已经实际上签署，每一方都要向交易所的专门账户交纳一定的所谓初 始保证 
金 (initial margin ) (%的2%-10%,取决于客户的信誉).然后进人一定的结算系统, 
在每天末以如下方式进行结算. 

假设，在（执行）时刻 ^0 ,^o = S 10000 是在时刻 T = 3 (即三天以后）交割的 
小麦的（期货）价格，而在下一天= 1) 之末在时刻 : T = 3交割的小麦的市场期货 
价格开始变为 S 9900. 在这一情形下，交易所的结算所就要向供应者（即农户）的账 
户转账$100 (= 10000- 9900). 这样 一来， 农户获得利润，并且它开始影响合约，使 
得现在它的期货价格等于$9900,而不再是 $10000. 

注意，如果在第一天之末按这一新的期货价格$9900来进行交割，那么农户所 
获得的总额恰好就等于期货价格％，因为$ 100+$ 9900= • 

自然，这$100是结算所从购买者的账户中扣除的，而购买者必须在他的保证金 
账户中再补充 $100. 然而，也可能有这样的 局面： 仅当保证金账户跌到某个确定的 

水平（维持保证金 (maintenance margin )) 以下时，才要求补充交纳. 

假设在时刻2时发生类似的事（参见图 7). 这时农户在自己的账户中得到 
$200进款，而在购买者的账户中扣除同样的款项. 



但是如果在时刻 t = 3交割的期货价格 （= 实际价格）变为$10100,那么农户的 
账户中将扣除$300 (二10 100 - 9800)，因而，他总共失去$100 (= 300 - 200), 而购买 
者获得这 $100. 

我们察觉，如果到了时刻 T 二 3, 购买者决定在时刻 T 二 3购买小麦（当即交 
割)，那么他必须支付$10100 ( 二该时刻的实际价格).但是考虑到购买者已经在他的 
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账户中获得$100,对于他来说,交割的实际价格是 （$) 10 100 - 100 - 10 000,即刚好 
重合于协商价格中 0. 

对于农户的情况也是类 似的： 交割时实际上得到的付款恰好等于$10000,因为 
在时刻 T = 3, 他得到的现实价格为 $10100, 但考虑到在他的账户中扣除 $100, 这又 
恰好等于 $10000. 

由上面的叙述中可以看出，结算所在其中起着明显的 “ 看门狗 （ watchdog)” 作 

用； 它跟踪全部实现的换算和保证金状况，以确保在最终的账户中，合约实际上“起 
作用' 

正如已经在上面注意到，远期合约和期货合约的定价理论的最重要问题之一是 
求出对应价格的“公平”价值. 

以后，在第六章的 §le 中将指出，怎样通过考虑与鞅方法相联系的 “ 无套利性”， 
来给出包括时刻《和执行交割时刻 r >《在内的远期合约价格和期货合约价格的公 
式. 

S ) 期权.在期权作为衍生金融工具的理论和实际中，有其自己的概念和一定的 
专门术语，由此可使早期已经知道的有关它的研究变得有意义.尤其重要的是衍生证 
券的数学分析的大部分在以后都正是与某种状况引起的期权有关. 

首先，期权的数学理论发展最快，并且以它为例，有利于研究证券运作的基本原 
理，特别是对公平价格的定价原理和对冲（即，防范）策略的研究， 

其次，期权在市场上的实际交易量数以百万计，因而对它有“很好的统计资料”， 
有可能来检验期权价格演变的概率统计模型的质量. 

尽管期权作为金融工具早就已知（参见，例如书 [312]), 看来是 L. Bachelier 首先 
于 1900 年在他的今天已名誉天下的博士著作“投机理论 (Theorie de la speculation)” 

[12] 中,给出了期权价值的第一个数学分析,并论证了期权投资的合理性.但是，正 

如上面已经注意到的，直到 1973 年以前期权还没有有组织的交易（参见 §lc). 

(关 于期权的背景材料 根据 N. Apostolu 编著的 “ 期权和期货投资精要 （Keys 

to investing in options and futures, Barron’s Educational Series, 1991 )”， “自从 1973 

年创立芝加哥期权交易所 (CBOE) 以来，股票期权的交易量已经得到引人注目的增 
长.上市的期权已经变成机构和个体为寻求金融利润或金融防范的实际投资工具. 
CBOE 是世界上最大的期权交易场所，也是国内的第二大证券交易所.期权交易也 

在美国股票交易所 （ AMEX) 、 纽约股票交易所 （ NYSE )、 太平洋股票交易所 (Pacific 

Stock Exchange, PSE) 和费城股票交易所 (Philadelphia Stock Exchange, PHLX) 中 

进行.期权并不限于普通股票，也有关于对债券、外币和各种指数的期权. CBOE 交 
易上市公司和场外公司的股票期权，标准普尔 100 和 500 市场指数的期权，美国公 
债和国库券的期权，长期和短期利率的期权以及 7 种不同国家的外币期权 .” ） 


® 这段背景材料在俄文版中没有 . 
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£) 为了使下面有关期权的叙述确定起见，假定，金融活动发生在时刻 

n = 0,1 ， … ， iV ， 


并在时刻 TV 完成了每项活动. 

我们将假定，在提及建立在股票上的期权时，股票的价值由下列随机序列来描 


述: 


^ — (^n)o^n^TV * 


根据通用的术语用法，期权分为 两类: 


• 买入期权 (call option ); 

• 卖出期权 （put option). 

买入期权赋予购买权利. 

卖出期权赋 予出售权利. 

从金融工程的视角来看，重要的是这些金融工具“在不同的方向上起作用”：当 
其中之一的盈利增加，另一个的盈利就减小.也就是说，这种状况说明，为什么运用 
各类可能的期权与其他证券相组合来进行 分散化 实务得到广泛传播. 

根据执行时间，期权可分为两种 类型： 欧式和美式. 

如果期权提交执行的时间仅仅是预定的确定时刻#，那么就说 iV 是执行时刻， 

而期权 是欧式期权. 

如果期权提交执行的时间可以是 任意的 （随机）时刻 T ^ iV , 那么就说它 是美式 
期权. 

在实务中，大多数可交易的期权是美式期权，它们使购买者有更多的自由，来选 
择执行时刻 T . 而在欧式期权的情形下，这个预定的时刻是确定的 （ T 三 7 V ). 注意， 
有可能存在美式期权和欧式期权“重合”的情形（在这样的含义下，美式期权的“最 
优”时刻 T 等于 7 V ). 详情参见第六章 (§5 b ) 和第七章 (§3 c ). 

为了确定起见，现在考察执行时刻为 7 V 的标准欧式买入期权 (call option ). 这 
样的期权由它的执行时的 固定购 买价格 K 来刻画，期权购买者可按照这一价格购买 
比如股票，而后者在时刻 iV 的实际价值为知，它在本质上是不同于 K 的. 

如果知 > 圮那么这种局面是对购买者有利的，因为对于他来说，根据合约的 
条件，他有权按价格 K 来购买股票，使得他可立即买入再立即按市场价格卖出. 

在这种情形下,他在这一运作下的盈利等于 

而如果那么给定的（按价格 K 的）购买权利对他来说毫无用处，因为 

他可在市场上以更低的价格 ( S N ) 来购买股票. 

联系这两种情形，可以说，在时刻 7 V 的购买者的盈利 jW 可用下列公式来 确定: 


In 二 — 
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其中 a+ = - max(a ， 0). 

当然，购买这样的金融工具必须支付某种权利金 Cat . 这样 一来， 买入期权购买 
者的纯盈利 将等于 




也就是说，它等于 

(6V - K) - C# ， 当 5V > K ， 

—c n ， ^s n (k, 

相应 的出售者盈利 将等于 


(C n -[S n -K) 、 ^S n> K 、 

C N , 当知彡 K 

由这些讨论显然可见，买入期权的购买与股票价值上涨的期待相联系.还要强调 
的是，期权的价值 cc w 当然不仅依赖于 iV ， 并且也依赖于这里很清楚， K 越小， 
Cat 的价值越大. 


注. 有一些专门的术语来描述上涨和下跌.根据 [65]: 

“牛市 ( bull )-： “证券交易所、外币市场或商品市场上的经销商预期价格上涨 . （ 牛 
市’就是这样的 市场： 在牛市中，经销商将以较大的概率购买，而不是出售,并且他可 
能超出自有的账户来购买，以开辟‘牛市’头寸.幵辟‘多头’的‘牛市’头寸期望向更 
高的价格推进,直到有了更高的行市，经销商就出售 

“熊市 ( bear )": “证券交易所、外币市场或商品市场上的经销商预期价格下跌. 

‘熊市’就是这样的市场：在熊市中，经销商将以较大的概率出售，而不是购买.他甚 
至出售他并不占有的证券、外币或商品.这样的运作称为‘卖空’或者‘建立熊市头 
寸‘熊市’期待通过以比他出售时要低的价格来购买证券、外币或商品，以关闭（或 
冲销）自己的空头购买价格与原来的出售价格之间差价就是‘熊市’利润”. 

初始 价格& 与期权的执行价格 K 之间的关系把期权分为 三类： 价内 (in-the- 
money) ^ 平价 （ at-the-money) 和价外 （ out-of-money). 在买入期权的情形下，这样的 
分类对应下列三种关系 ：洗 > 尺， 5 b =尺和& < X . 

由此立即可注意到，购买者和出售者的立场有极大的不同. 

买进期权的购买者只是等待执行它的时刻 7 V 的迫近，并且他还可能作为观察 
者，静观价格& (n > 0) 的变化特征. 

期权出售者的角色要复杂得多，因为他必须想到执行合约的必要性，迫使他不 
能静观价格 (n > 0) 的运动，而且还要动用他的各种金融手段来构成保证支付 
( S N - K ) + 的证券组合. 

这里关键的是下列两个 问题： 什么是期权买卖的“公平”价格 C #， 以及期权出 
售者应该怎样做才能执行合约条件. 

在执行时刻为 iv 的标准欧式卖出期权 （put option) 情 形下， 购买者有（在时刻 

N ) 以固定价格 K 出售 股票的 权利. 因此，如果股票在时刻 7 V 的真实价格等于 6 V , 
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并且那么按价格 K 出售就能盈利 K - 5 W . 考虑到购买这样的期权的权 
利金 Pat , 纯盈利 将等于 


(K-S n )-F n . 


如果那么把期权提交执行没有意义，因为合约规定的出售价格 K 小 
于市场价格 . 

这样 一来， 卖出期权购买者的纯盈利 将等于 ( K - S n )^- F n . 

正如与买入期权的情形一样，这里也发生关于既对期权出售者、又对期权购买 
者设置的价格的“公平”价值 P ； V 的问题， 


rj ) 我们来观察一个说明买入期权作用的例子. 


设想你购买了 10份股票期权合约.每份合约通常包括 1 CX ) 股股票.这样一来， 
实际涉及购买1000股股票.假定每股股票的市场价格为&等于30 (比如，美元)， 
K ^35 ,N = 2 , 所有10份合约的权利金等于 $250. 

又设想在时刻 n = 2的市场价格&变为 $40. 在这一情形下，期权就会提交执 
行，并且对这种局面所相应的纯盈利将是 正的： 

(40 - 35) x 1000- 250 - 4750 (美元）， 

如果市场价格^ $ 35.1, 那么因为5 2 > ^ $ 35,期权还是要提交执行，并且对 

应这一局面的纯盈利将是 负的： 

(35.1 -35) x 1000- 250 = —150 (美元). 

当然，很明显，如果 

( S 2 - K)x 1000 = 250 (美元)， 

BP , 由于 K = $ 35, & = $ 35.25, 那么盈利将 为零. 

这样一来，每当股票价格&低于标价 $35.25 时，这种期权的购买者就会亏本. 
现在假定所考察的是有可能在 n = 1或 n = 2时刻提交执行的美式买入期权. 
如果设想在时刻 n = 1,股票价格急剧升高，比如& = $ 50,那么这一买人期权的购 
买者有权在时刻 n = 1提交执行，而得到高额 盈利： 

(50 - 35) x 1000 — 250 = 15 000- 250 = 14 750 (美元). 

然而，很明显，这样的期权的权利金一定不是$ 250,而应大大提高，因为“挣钱机会 
越大，付钱应该越多”.而实际上，美式期权的实际价格高于欧式期权.参见以后的第 
六章和第八章. 

上面的例子是从购买者的立场上来考察的.现在转向出售者. 
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对于他来说,原则上，有两种可 能性： 出售他已经占有的股票（这种情形称为“卖 

出仓存股票 (writing covered stock )”）， 或者出售他并不占有的股票（这种情形称为 

“卖出无仓存买入期权 （writing naked call)”）. 

后一种可能性风险很大，它甚至会导致倾家荡产，因为如果期权提交执行（当 
S 2 > K ), 那么出售者必须实际去购买股票，而再为了执行买人期权的条件，以价格 

K 卖给购买者. 

比如，5 2 - $ 40,那么需要支付$ 40 000才能购买1000股股票. 

权利金全部只有$ 250,因而，总亏损等于 

40 000- 35 000- 250 ^ 4750 (美元 )• 

应该注意到，在这两种所考察的情形下，出售者的纯盈利都不超过$ 250. 而如 
果他真的得到这一盈利，那么这纯粹是“在股票价格震荡上”的投机盈利，并且在 
“卖出无仓存买人期权”的情形下，获得这一盈利的方式是有很大风险的.这也就是 
说，这里重要的是 “出售者的盈利是对他承担的风险的补偿”. 

3. 在现实世界中，有巨大金融机会、并以减少风险为目标的“大”投资者在各 
种各样 的证券（股票、债券、期权等等)、原材料等等的市场上广泛釆用分 散化、对 
冲等投资手段.在这方面，富有教益的是 G . 索罗斯的书 [451], 其中作者在一系列地 
方（参见例如 [451; §§11,13]) 描绘了他所领导的“量子基金 (Quantum Fund )” 的（从 
1968年到1993年）（由各种各样的金融资产所构成的）证券组合结构的每日演变.例 
如，1986年8月4日（参见[ 4 51，第243页，俄译本第 2 83页 ]), 组合包括股票、债 

券、原材料商品. 

可以坚信地说，从金融工程的视角来看，索罗斯的书对于那些在证券市场中从 
事实务的人来说是一本光辉的指南. 


4. 说到欧式买入期权，正如我们已经看到的，它们由下列两个因素来刻画： 

1) 执行时间 

2) 偿付函数 / tv . 

• 对于标准买入期权 

f N = { S N - K )' 

• 对于有后效的标准买入期权 

f N — (5^ — 

其中 Kn = cl ' min ( So , 5 i , …， Sjv ); a = Const .® 

® 常数 a 是英文版加入的 . 俄女版中没有 . ——译者注 
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• 对于算术平均亚洲买入期权 


/at = (Sn 


尺)+， 



应该注意到，在比如标准期权的偿付函数/# = (Sw - 中的量 K 称 为执行 
价格 (strike price ), 它通常接近于值* Sq . 在 Sg 与 K 两个值之间的差距很大的期权 

照例是不交易的. 

在 卖出期 权的情形下， 

• 对于标准卖出期权 


In = (K- S N )+. 


• 对于有后效的标准卖出期权 


//V = ( Kn — , Kn ~ cl ' max (5 o , 夕 1 ， ... ， Sm ), « = Const . ① 


• 对于算术平均亚洲卖出期权 


In 


{K 





还有许许多多有着非 常特异 的名称的期权（参见，例如 [414], 以及以后的第八章 
的 §4 a , b ). 在第六章 §4 e 也引人了某些基于期权的策略形式（组合、价差、配置) • 

对于期权的购买者来说，吸引他们的是，期权不那么贵，尽管佣金也可能是很可 
观的.为了对怎样计算期 权价值 (也就是权 利金， 或者说为购买期权所支付的不能退 
回的支付）有一个观念，我们考察下列某些理想化的局面. 

设股票的价值 S n ，0< n $ N ， 如下： 


Sn = So + (€l + ... + 心)， 

其中 & > TV 是整数，而（心）是独立同分布的随机变量序列，其概率 


P & - ±1) = 



2 


于是显然有 S n >0,0^ n ^ N . 

假定，我们所支配的还同时有一个银行账户 B = ( B n ) 0 ^ N , 其中队三1， BP , 

利率 r = 0. 我们将考察有偿付函数为 /w = (&v - 的欧式标准买人期权. 

我们要指出，为购买这样的期权 的合理 （即， 公平、互利） 价格 Cw 由下列公式 

确定： 

Cw = - 尺)+， 


①常数 a 是英文版加人的.俄文版中没有. 


译者注 
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即权利金等于购买者的增益的平均值. 

我们将在以后多处来讨论价格 Cw 的形式定义和它的计算方法（参见第五章). 
在所考察的情形下，公式 Cw N - K )^ 可用下列方式来建立. 

假定，出售者制定的价格> E ( S N ~ 70+，而期权购买者也同 g 按这个价格 
来购买.我们指出，在这样的情形下，出售者显然有无风险盈利， 等千 t N - C N . 

事实上，期权购买者懂得他必须同意某个价格，以使得出售者有可能执行在期 
权交易签约时所规定的条件.当然，很明显,这个价格不能“太低”.但是购买者也懂 
得，他不应该多付钱，而只应该支付让出售者足以执行合约条件的最低价格. 

这就需要指出，获得权利金 (Cw = E (5 N - K )^ 以后，期权出售者就有可能支配 
它（这里理解为他的 投资） 来执行可能发生的合约条件. 

为了简单起见，假定 TV - 1, K ^ S 0 . 于是 G ^我们指出，期权出售 

者（二发 行者） 怎样支配这笔权利金来确保执行合约条件. 

我们把纟表示为下列 形式： 



2 



(二 /5 0 ■ 1 + 7o . So). 


如果记 X 0 = A *1+7 o-^o (- 那么可以指出，所得到的权利金形成发行者 
的（初始）资本，它在银行账户中的量为 A )， 而所买股票数为 70. 于是，在所讨论的 
情形下 A ) 是负的，它仅仅意味着向银行账 户借款 （借债)，它当然必须在以后归还. 

点对 (/? o ,7 o ) 正如通常所说，形成出售者在时刻 n = 0的证券投资组合. 

这个证券组合到时刻 n = 1给出了怎样的资本？如果记这一资本表示为 Xi ，那 
么将有 


由于 

则我们可看到 






+ 70 



00 + 7o (*^o 十 ) 


2 


T 


+ # 0 + 6 ) 


+ 6 
2 




当6二 — I . 



1 

2 


Xi-/i 



换句话说，组合 (/3 0?7 o ) 确保可得到资本 A ， 它恰好 等于偿付函数 A ， 使得出 
售者有可能执行合约条件，并且同时归还借款. 

事实上，如果& = 1,那么股票将值 |(6 o + l ). 由于 


2 


(^o + 1) 


1 



So 

T 


2 
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故我们看到由股票所得到的足以归还借款并向购买者支付⑸= 
(Si — S 0 ) + = ^ = 1. 

如果6 = - 1,那么股票将值 l(So-l). 在这一情形下，购买者不把期权提交执 
行（这是因为 S 1 = S 0 +^i = So - 1 < SoK ), 因而一切都归发行者，它被用来归 
还借款，这笔借款等于|(^0 - 1), 它刚好等于在这种情形⑸= -1) 下由股票所得 
到的. 

这样，如果出售者规定期权出售价 f 是 Cx > C! = E(^ - K )+, 那么这时他将 
在执行合约的所有条件中有 f 风险盈利 Q- Cl 

现在指出，规定权利金匕< Ci g 就使发行者没有可能（毫无损失地)执行 

期权条件. 

事实上，选取组合 (/? 0 ,7o), 我们得到 

义 0 = A) + 7 o^o 


以及 


Xi ^ Po +yo(So + 6 ) = lo + 7 o 6 . 


如果 6 = 1，那么按照期权条件,发行者必须向购买者支付1以及还要支付 -A)， 即 
在这种情形下由于股票价格的变化，他必须有 


7o(*^o + 1) = 1 — A). 

在6 = -1 的情形下，同样由股票价格的变化，他必须有 

7o (*^0 — 1) = — A)_ 


这样 一来， 必须设 

1 , 1 ^0 
70 A= 2 — 了， 

但是对于这些值来说， A) +7Q& = I因而，等式知= /?o + 7o^o 使X。< | 不可能. 

于是，公式= E (知 - 尺)+对于 iV = 1和& = K 成立.在一般情形下，它 
可借助于类似的论述来证明.我们现在不准备这样做，因为以后（在第五章）这个公 
式将由一般的讨论而得到. 

注意，如果& =圮那么 


Cat = E(《i + …+ 6v)+, 


并由中心极限定理不难断定 
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这样一来，随着时间 AT 的增长，期权价值如同#那样增长.这个结果与在 
§ lb 末所引入的对于 C T 的 Bachelier 公式（当& = 时）所得到的结果完全 一致; 
根据那个公式 

(当 a = 1, *9o = K). 

5. 正如已经所注意到，可交易的期权极为多种多样. 

例如，在美国， 指数期 权流传很广，其中包括在 CBOE 交易的 S & P 100 和 S & P 500 
的指数期权. ( S & P 100 的期权是美式期权，而 S & P 500 的期权是欧式期权 .） 由于波 
动率很大，这些期权的运作期是很短的. 

在 期货期 权的情形下，期货价格（^)起着价格 （ S n ) 的作用.在 债券期 权的情 
形下， 债 券价格 P ( t , T ) 当 作价格 ( S t ). 关于其他类型的期权参见第八章的 §4 a . 

2 . 不确定条件下的金融市场.金融指数动态变化的经 

典理论，以及对它们的批评和修正.新古典理论 

这里仅仅是在接触金融市场理论和实务 时所自 然发生的若干 问题： 

• 在不确定条件下金融市场是怎样运作的， 

• 怎 样构成和描述 价格，而它又是怎样随时间动态变化， 

• 在计算时，应该依靠怎样的 概念和理论， 

• 能否预测价格的未来运动， 

• 这样那样的金融工具有怎样的风险. 


在描述价格的动态变化和例如为衍生金融工具定价时，我们将持市场上 无套利 
机会的 视角. 从数学 的视角来看，这个经 济学上 清晰的概念按其实质导致存在所谓 
鞅（风险中性） 概率测度，对于它来说，（规范）价格 是鞅， 并转而有可能运用高度发 

展的“随机分析”工具来研究它们的演变和各种计算. 

这里我们不以详述已有的 金融市场理论 和各种概念为 目标； 我们以后仅限于那 
些在精神上完全接近于本书所采用的叙述的有关部分,其中基本的（概率）重点在于 
金融数学与金融工程中的“随机分析”和“统计”.（我们指出若干教科书和 专著： [79]， 

[83], [112], [117], [151], [240] , [268], [284], [332]-[334], [387] , [460] ,其中可找到金融市 

场的形形色色、方方面面的 讨论: 确定性条件下和不确定性条件下的经济学思想、概 
念、理论，均衡模型，最优性，效用，证券组合,风险,金融决策，分红，衍生证券等等 .) 

简而言之,我们注意到，1920年代是金 融理论 的萌芽时期，其基本兴趣主要是与 

资金的管理和增值问题相联系，而其“高等数学”实质上归结为复利的计算. 
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进一步的发展在两个方 向上： 假定（价格、需求、头寸等） 完全确 定以及假定带 

不确定性条件. 

在第一种情形下， I . Fisher 的著作（[ I 59 ])以及 F . Modigliani 和 M . Miller 的著 
作（[356]， [3501) 起着决定性的作用,其中分别考察了个体和厂商的最优决策问题.从 
数学视角来看，它们归结为带约束的多元函数的最大化问题. 

在第二种情形下，首先应该注意到 H . Markowitz 1952年的著作（[ 332 ])和 M . 
Kendall 1953年的著作 ([269]). 

为证券组合 ( portfolio ) 选择理 论奠定基础的 H _ Markowitz 的著作是有关在不 
确定性条件下投资决策最优 化问题的_相应的概率分析就是所谓均 值一方 差分析 
( mean-variance analysis ) ,它揭 7 K 了价格之间的 协方差 起着极为重要的作用，这一"协 
方差在决定所建立的证券组合（选择）的（非系统）风险上是关键要素.正是在 H . 
Markowitz 的著作中，人们才完全意识到构造证券组合时分散化思想对于降低非系 
统风险的作用；这一作用对于 W . Sharpe ([ 433 ])在1964年和 S . Ross (叫 2 ])在1976 

年所建立的下列两种经典理论有其特有的影响： 

• CAPM - Capital Asset Pricing Model (资本资产定价模型） [433] , 

• APT - Arbitrage Pricing Theory (套利定价理论） [412]. 

这两种理论阐述了某种证券（比如，股票）的收益是怎样形成的和由什么确定的；其 
中理论认为它依赖于该证券所在的“整体市场”的状态， xpr 理论指出这种 
收益依赖于怎样的因子，而在金融计算时应该由怎样的概念出发 . H . Markowitz 理 
论以及和理论的基本状况将在下面的 §§2 b -2 d 中叙述 ■ 

由这段简短的叙述已经很清楚， Markowitz 理论以及和 APT 理论都有关 

金融市场中的降低风险问题. 

说到风险®,应该指的是在金融理论中通常要区分它的两种 形式： 

•非系统风险 (unsystematic risk , 它也称为可分散风险 （diversifiable risk ) ,剩余风 
险 (residual risk ), 专有风险 (specific risk ) ,异质风险 (idiosyncratic risk ) 等等)， 

它可通过分散化来降低，即投资者可通过自己的行动来影响它的风险， 

• 系统风险 (systematic risk , 它也可称为不可分散风险 （undiversifiable risk ))， 或 
者专门称为市场风险 (market risk ). 

与比如利率、股市指数的随机特性相联系的风险就可看作系统风险的例子，对于这 
种风险来说，（“小”）投资者不可能通过自己的行动来影响它们.当然，这并不意味着 
不能与这种风险作“斗 争”. 就实质而言，正是以控制可能的系统风险为目标，以拟 
定合理金融决策为目标，以规避大风险和灾难风险（例如在保险中）为目标，人们对 
统计数据的搜集及其处理建立了相当复杂的系统，以预测市场中价格的可能运动.诸 


© 关于风险， 一般来说， 也包括保险中的风险,参见后面的 §§3 a , 3 b . 



2 . 不确定条件下的金融市场.金融指数动态变化的经典理论 


.35 - 


如期货合约、期权、组合、价差、配置等等的衍生金融工具正是用于这个目标.为此 
发展起来的（比分散化要求更复杂的）对冲技术也正是用于这个 目标; 对冲技术考虑 
在未来的价格运动中的概率变化，并以降低这些变化随后可能发生的不良后果所产 
生的风险为其追求的目标.（“对冲”及其相应的定价理论将在第六章中详细讨论 .） 

1953年 M . Kendall 在英国皇家统计学会 (Royal Statistical Society ) 的会议上 
所作的报告 [269] 则是有关另一方面的问题，它在一定的更为原始的意义下，提出市 
场上的价格有怎样的性态， 用怎样的随机过程来描述这些价格的动态变化.这一著 

作的重要性在于其中提出的问题最终导致“ 有效市场理论 （Efficient Capital Market 
Theory , ECM - theory )” 的建立；我们将在下一节叙述这一理论 ， 同时也叙述它的各种 
细化和推广. 

§2 a . 随机游走假设和有效市场概念 

1. 1930年代出现了若干研究，其中都进行了各种金融指标的经验分析，试图回 
答一个根本性的大 问题： 价格、价值等等的运动是可预测的吗？ 在这些用统计来描 
述的研究中，首先应该提到 A . Cowles [84] (1933) 和随后的 [85] (1944)， H . Working 
[480] (1934)， A . Cowles and H . Jones , [86] (1937). A . Cowles 处理的是股票市场的数 
据，而 IL Working 处理的是商品价格. 

虽然这些著作都包含丰富的统计资料以及一些有趣的、出乎意料的 结论: 价格 
S k (k > 1 ) 的对数增量 h k =\ n ^~ 是独立的，但是无论是经济学家，还是实务工作 

者，都没有对这些研究引起应有视. 

正如在 f 35; 93页]中所注意到的，这大概可以这样来 解释： 一 方面，经济学家把 
价格动态变化的问题看作经济系统中的某种第二位 ( sideshow ) 的问题，而另一方面， 
当时还没有这样的经济学家有相应的数学背景以及掌握统计技术. 

至于实务方面，这些研究的结论在于，序列 ( H k ) k>1 (其中 i/jfc = /it + ■ • • + / i fc ) 

带有“随机游走”（即它是独立随机变量之和）的特征与当时在实务中流行的见解是 
不一致的，他们认为价格遵循某种 节奏、周期、趋向等等， 似乎只要揭示这一切，就 
有可能给出价格运动预测的基础. 

在这些著作以后，一直到1953年，当上面已经提到的 M , Kendall [269] 发表时， 
它开创了金融特征演变研究的现代阶段，而任何这方面的原理性的研究就其实质而 
言，在当时还不存在. 

M . Kendall 的研究出发点是试图揭示股票 ( stocks ) 和商品 （ commodities ) 的价 
格性态中的周期性.通过分析现实的统计数据 (1928 年到1938年期间的19种股票 
价格的周数据，1883年到1934年在芝加哥市场上的小麦月平均价格以及1816年到 
1951年在纽约商品交易所 (New York Mercantile Exchange ) 上的棉花月平均价格)， 

他惊奇地发现，它们既无节奏、又无趋向，更无 周期； 尤其是他引出这样的结论，所 

观察到的一系列数据像是“…执 e Demon of Chance drew a random number … and 
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added it to the current price to determine the nerci ... price (…机遇之魔掷出一个 

随机数…把它加到当前价格上以决定下一个…价格)”.换句话说，价格 s = (&) 
的对数是随机游走，即如果 、= In 那么 

On-l 

S n = S 0 e Hn , n > 1， 

其中丑 n 是独立随机变量 〜，…， h n 之和 • 

这里有益的是再次重提往事（比较 § lb )： 其实用“随机游走”来描述价格演变的 

想法是（上面提到的 A . Cowles 和 H . Working 的研究以前） L . Bachelier 在他 WOO 
年的学位论文 u Theorie de la speculation (投机理论) ” [ l 2 ] 首先提出的 . L . Bachelier 

认为,价格 S (A) 二 (5^) (顺便说 一下， 不是价格的对数）在时刻 A , 2 △，… ，改变自 
己的值，并且使得价格 


夕泛) — + Ca + ^2 A + ■ • ■ + &△， 

其中⑷ A ) 是独立同分布的随机变量，并且以概率 I 取值 ± aVA . 尤其是， 

- 5 0 , DS { k ^ = a - (kA). 

正如上面已经注意到，令^ , ^ > 0, L . Bachelier 通过形式上的极限方法得到 
极限过程 S = (^)^0, 其中& = lim (极限应该在某种适当的概率意义下来 

A^O [ a 

理解）有下列形式（参见 § lb 第6 点)： 

S t = So + ^rW t , 

这里的 W = ( W t ) 现在通常称为标准布朗运动 （Wo = 0, EW t ^ 0, EVT t 2 = t ), 或者 
维纳过程，即有独立高斯（正态）增量和连续轨线的随机过程.详情参见第三章中的 

§§3 a , 3 b . 

2. M . Kendall 的著作以后，对于金融指标的动态变化更全面的研究以及构造各 

种概率模型来解释所观察到的诸如聚集性那样的可观察效应，人们的兴趣急剧增加. 

在这方面我们注意到1950年代末的两项研究： H . Roberts [405] (1959) 和 M . F . M . 
Osborne [371] (1959). 

H . Roberts 的研究追随 H . Working 和 M . Kendall 的想法，是直接针对金融业 
实务的，并且包含有利于随机游走假设的启发性的论述.天体物理学家 M . Osborne 
的著作则以“股市中的布朗运动 （Brownian Motion in the Stock Market )” 的标题问 

世，其中以其自己的语言（参见[ 35 ; 10 3 页])表达了对诸如股价那样的现实数据来肯 

定运用他的物理和统计技巧的愿望.在事先不知晓 L . Bachelier , H . Working fO M . 
Kendall 的著作的情况下， M . Osbom 实质上导致同样的结论，并且正确地注意到（这 
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点对于以后很重要)，不是 （ L . Bachelier 所运用的）价格&本身，而是它的对数才遵 
循（带漂移的）布朗运动.这一思想也在随后的 P . Samuelson 的著作（[ 42 0])中得到 
发展，并在金融理论和实 务中引人几何 （或者如他所说， 经济）布朗运动 

S t = s Q e aWt ^- a2/2) \ t >0, 


这里 W = ( Wt ) 是标准布朗运动. 

3. 不能说描述价格演变的 随机游走假设 立刻被经济学家们所接受，但是正是由 
于它，导致经典的理 性运作 （或者如同通常所说的 有效）市场的 概念； 其中的基本原 
始目标在于求得捍 卫概率 论思想应用的论证，以及在它的框架内论证 随机游走假设 
以及更一般的 鞅假设 的自然而然. 

从直观 的视角来看，这里的“有效性”意味 着理性 响应新“信息”的市场；其含 
义在于在市 场上： 

1) 随时产生正确的价格 ，它们的建立看来是在“均衡”状态之下而变为“公平”的， 

并且不为市场参与者留下套利机会的空间，即不能通过价格中的差别来获得利 

润； 

2) 市场的 参与者 （交易者、投资者等等）一致地解释所接受的信息，同时基于信息 

的更新随时校正自己的决策； 

3) 市场参与者在确立其目标时是一致的，他们的运作带有“集体理性”的特征. 

从形式 的视角来看，有效性的概念应该根据所面临的市场及其参与者的特征与 
信息之间的关系和相互依存上来考察. 

通常要区分下列三种接受信息的形式： 

1°包含在过去价格值中的信息； 

2。 不仅包含在过去价格值中、并且也包含在可公 开获取的来源 （报纸、公告、电视 

等等) 中的 信息； 

3。 所有可能发生的信息. 

对于这里所运用的“信息”概念的精确化将来自市场上所发生的“不确定性”， 
它可以描述为某个概率空间 （ Q , 方， P ) 框架中的“随机性”.如常所述，这里 

Q = { cu } 是结局空间，或基本事件空间， 

多是的子集的 a - 代数， 

P 是⑴，多）上的概率测度. 

有用的是在概率空间⑴，多， P ) 上补充 <7- 代数流 F = (^ n ) n ^ 它由 f 子代数 
多 n 组成，并且当 m 彡 n 时，多 g 多. 

我们把多 n 中的事件解释为在时刻 n 以前（包括 n ) 可 接受的“信息”. 
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4 .注. 我们把^中的集合在形式上与时刻 n 以前可观察的 “ 事件”概念相联 
系，要注意下列情况. 

在实验活动（包括观察价格）中，我们通常不仅是对怎样的具体结局成立感兴趣, 
并且还对它是否属于所有结局的某个子集感兴趣. 

这种集合按实验条件可能回答两种类型的结局 之一： “结局 o ; e ，或 
者“结局;这就解释了（可观察的）事件的意义.这样，如果 w = (0^，0； 2 ,0； 3 )， 
这里值叫=+1解释为在时刻 i 价格“上涨”，而叫= - 1解释为在该时刻价格“下 
跌”，那么（在这个三步模型中）所有可能发生的结局的空间就由8个点所组成 

^ — {(— 1， _ 1， _ 1)，( _ 1， _ 1，+1)，.，.，(+1，+1， +1)}. 

如果我们有可能记录所有 ^,0； 2 , U ；3 的值,那么比如集合 


^ ™ {( — 1,+1,— 1), ( + 1, — 1, +1)} 

就是一个“事件”，因为对于 w 来说，所有的三个值吨， W 都记录 

在案，我们可确凿无误地来说 “W G ，或者 

然而，如果没有可能在时刻 i = 2记录结果 w 2 , 即没有关于这个值的“信息”，那 
么这时集合义就不再是“事件”，因为我们只有 A 和吨，不可能回答 w = ( a ； i , u ; 2 , u ；3) 
是否属于集合 A 这一问题. 

5. 带有分化 a - 代数流 F = ( D 的空间 = (^ n ), P ) 在随机分析中通常 
称为渗透概率空间.在金融数学的框架下，我们将也称 F = ( D 为信息流.借助于 
这一概念，市场有效性的各种形式可如下定义. 

设在 ( a ^, P ) 中分化出三个 a - 代数流 


其中并且 a - 代数巧 中的每一个都可解释为时刻 n 的形式为00 
的信息. 


根据 E . Fama [150] (1965), 我们说市场是弱 有效的 （weakly efficient ), 是指（在 

这个市场中的金融工具的）价格 S = &) 中的每一个有下列 性质： 对它们全体可求 
得某个规范价格 B = ( B n ) n ^ 0 (通常这就是无风险银行账户）和局部等价于 P 的概 
率测度 P (即，对于每个 n > 0, 它在巧 上的局限 I = P |^ 等价于 P „ = P | D , 


使得 



n^O 


是 p - 秩: 


s n 

B n 


为 多 ^可测，并且 



E 


Sn 

B n 


< oc ， 



Sn 

反， 


n > 0. 


. 不确定条件下的金融市场.金融指数动态变化的经典理论…… • 39 • 


在盖的“鞅性”是对信息流 F 3 = (^)而言的情 形下, 就说市场 强有效 (strongly 
efficient ), 而 在流为 F 2 = (巧) 的情形下，就说市场半 强有效 ( semi-strongly efficient ). 

为了简单起见，本节后面的叙述中将认为三1,而 P 二 P . 

在讨论这些定义以前，我们察觉，在关于流 F 1 ， F 2 和 F 3 的鞅类= ^( F 1 ), 
f 二 j ( F 2 ) 和 I 3 二 ^( F 3 ) 之间有下列关系式 成立： 

C M 2 C 

■ I 零馨 

事实上，如果价格 S = (^ n ) n ^0 ^ ^ 2 ,那么这意味 着&为 多〗-可测，并且 
E ( S n +1 \^)^ S n . 由此，运用条件数学期望的“望远镜”性质 

E (& +1 | $卜 E ( E (5 n+1 |^ n 2 )| ^), 

并考虑 S n 为 巧 -可测（我们 记得七 1 是由时刻 n 以前的包括值& (fc < n ) 在内的 
所有价格的值所生成的)，我们发现， E { S n ^\^) = S n , 即 S e Ji \ 

如果6, …是独立随机变量序列，并且 E |^| < oo , E 6 = Q ， k > 1，罗复= 

^1,--- = {0,卬以及巧 C 巧，那么对于 : 6+ ... + &， n 彡 1, 

^0-0, 序列夕 = ( S n ) n>0 将显然关于 二 (^) n >0 是鞅，并且 

E (& +1 丨式.） -5 n + E (^ n+1 丨， t )， i = 1,2,3. 

由此很明显，如果对于每个 n ， 量& +1 不依赖于巧（在下列含 义下： 对于任何 
Borel * A , 事件 {^ + i € A } 不依赖于任何多;！中的事件)，那么序列 S 二 (5 n )^ 0 
是^^类的鞅.于是，如果 6, + i 看作关于巧的“全新的信息”，那么 S 将属于类 
i 3 . 

对于以后来说，重要的是要注意到，如果 X 二 ( X n ) 是关于流 F 二（久）的軟, 
X n = + * - • 4 - x n , Xq 0, 那么 rr = ( x n ) 是秩差： 

工几为 可测， 
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其中 AX n 三 X n — X n _ x = x n7 AX n+fc = x rt + k . 把这样的序列类表示为 OJ 2 ( orthog ¬ 
onal increments , 下标 “2” 表示“平方可积”)，我们得到 

為 3 g c c OI 2 . 


由上所述得到，最终，市场的有效性应该干脆理解为它的资产价格的鞅性.价格 
本身是随机游走 1〕 的市场是这样的市场的特殊情形. 


6. 为什么“鞅性”假设作为“随机游走”假设的推广和作为“有效市场”概念中 
的基础是完全自然的？这里有多条理由，而最好的解释是在无 套利市场理论 的框架 
中给出的，其中市场的有 效性， 或者更为确定的是，市场的合 理性， 干脆就与无套利 
机会联系在 一起； 正如我们将在以后所看到的，鞅将以最直接的方式出现.（关于这 
一 点的详情参见以后的第五章 §2 a .) 

现在，为在所考察的情景中怎样产生鞅给出某种表示，我们引入下列初等讨论. 
设 S ( S n ) n>u S n 比如是时刻 n 的股票的价格.记 ( A 5 n 三 S n — 5 n _!) 


Pn 


AS n 


n 彡 1 ， 


它是价格的相对变化，也可称为收 益率； 假定，市场运作使得量&关于可接受信息 
流 F =(久）为可测，并且 ( P - a . e .) 


E (Pn 梦 n 


-l 



⑴ 


其中 r 是某个常数.由最后两个公式我们求得， 



n 


(1 + Pn ) — 1 


( 2 ) 


以及（假定 



r # 0) 


Sn 


1 


E(5 n I 多 n —1 




我们假定，股票价格 S = (5 n ) n ^ o 这样 演变: 


(3) 


A 5 n 


Pn^n—l^ 





我们将认为，除了股票以外，还有一个银 行账户 S 


(B 


71^0 


使得 


△召 n = rjS n _i， 71 > 1, (4) 

其中 r 是收益率， r ^0, B 0 >0. 


1〕 在概率统计的文献中，通常称用独立随机变量之和来描述的游走为随机游走.在经济学文献 
中，这个术语有时也在另一个含义下运用,它干脆就为了强调例如价格运动的随机特征. 
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由于= B 0 ( l - hr ) n , 故由 （3) 我们求得 


^n — l 

B n -i 




而这也就意味着序列 D 关于流 F 二是鞅. 

\^/ n^l 

上面所作的假设 E ㈤ 又- i ) =r ( P - a . e .) 从“经济学视角”来看是非常自 然的: 
如果它不成立，比如，在其原来的意义下， E ( p n | U > r ( P - a . e .) 或 E ( p n \ < 

r ( P - a . e .), n ^ 1,那么投资者很快就发现，只要在前一种情况下投资到股票上和在后 
一种情况下把资金存入银行账户.换句话说，在一种证券“优于”另一种证券的情形 
下，较差的证券必定迅速消失，这才会符合“正确”、“有效”地建立起来的市场的特 
性. 


7. 现在我们把所考察的股票价格演变模型 （2) 复杂化. 

如果认为在时刻 n - 1你购买价格为的股票，而在时刻 n (按价格 &) 出 

售，那么你的（绝对）“盈利”既可能是正的，也可能是负的，并等于 A 乂三 5 n ~5 n _!. 
当然，更为实际的“盈利”度量不是绝对量 A 乂，而是（正如上面已经作出的）相对 

量即把 A 5 n 与购买股票的花费一起来衡量. 

比 5 n _i - 20, 而& = 29,那么= 9,这与20相比不算小.但是如果 
&= 200,而& = 209,那么增量 △& = 9与200相比就不算大. 

尤其是，在第一种情形下，〜= 9/20 (=45%)， 而在第二种情形下 ，/ > n = 9/200 

(-4.5%). 

为了表达上的简单起见，我们把这 个相对盈利量 （除了已经用过的术语“收益 

率”或“随机收益率”以外）经常称为回报 ( return ) 或增值系数.今后我们将保留这 
样的术语运用. 

与增量 = S n — 解释为（在时刻 n - 1) 买（在时刻 n ) 卖的盈利相 
对应的是， 也 可假定还有附 加盈利来源， 例如，持有股票的分红，它在时刻 n 将认为 
多可测，并等于心. 

这时，总的“绝对”盈利将等于 A 5 n + J n , 而相对盈利量等于 



(5) 


当然，有意义的是要得到某种表示，使得当价格（义）的“局部’’性态由模型 （5) 
来描述时，有可能“整体地”引人价格 （&) 本身.很明显，对于这个问题的解答需要 
对量（心）和（心）作出确定的假设. 

鉴于此，我们假设，例如，对于所有 n > 1， 


E(pn I 又 — l ) = r ^0. 
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这时，由⑸，并假定 EI 6 VJ < oc , E \5 n \ < oo , 再取条件数学期望 E (. | 我们求 

得 


S n 





明 n |U 





E(<5 n I ^n-l 


类似地有 


S n 


1 


+ 



E (5 n +1 | J ^ n ) 




E(^ n +l I ^n) 


把它与 （6) ―^起考虑，就导得等式 


⑹ 


Sr ,- 


(1 + r ) 


E (5 n+ 1 I 


1 



( l + r >) 


E((^n+l I —1 





E(J n I ^n- 


1 


继续这个程序，我们求得，对于任何 A ; > 1和任何 



> 1， 


S n 


(1 + r ) 


E ( S n+ k I ^ n ) 




1 


(1+ r ) 


r Em ), 


⑺ 


由此变得很清楚，（假定 | E (^+,| 多 n )| 彡 Const , n ^ O , O 1,) 方程 （6) 的每个有 
界解 (\ S n \ < Const , n > 1)( 对于 n ^ 1) 有下列 形式： 


S n 




㈠ （1 + r ) 

t=l x / 


E(^ n +t I ^n)- 


⑻ 


这个解在经济学文献中称为市场基本解 (market fundamental solution ; 参见例 

如 [211]), 在分红不随时间改变（心三6 = Const ) 而 E ( p n \^ n - 1 ) = r > 0的特殊情 
形下，由 （8) 得到，（有界）价格 &， n > 1,也不随时间 改变： 



n ^ 1. 


8. 鞅类是相当广的.例如，它也包括上面考察过的“随机游走”.同时，鞅性质 


E ( X n+1 | - X n 

是指，在“信息” I 的基础上对增值 AX n ^ X n+1 - I 进行预测，至多只能说, 
这个增值（关于 D 的均值等于零.这一状况回应了 “公正”、“组织良好”的市 
场的直观观念，在这样的市场中，不可能（以正概率）使一些人获利，而另一些人吃 
亏.在这样的市场中，条件获利 E ( AX n | U 应该等于零.正是联系到这一点， L . 

Bachelier 写道：“投机者的数学期望是零（英译文为 : The mathematical expectation of 
the speculator is zero ).” （我们记得，在赌博中，输了以后加倍下注、而第 一 次赢后终 

止赌博的赌博系统称为轶 ( martingale ), 而对于它来说,条件获利 E ( AX n |多^)二0; 
详情参见 [439; 第七章， §1]-) 
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最后，我们注意到，价格演变的经验分析指出（参见第四章 §3 c ), 对于随机序列 



来说，其自相关接近 于零; 它可看作鞅假设的一个论据，尽管这个论据是间接的. 

9. 有效市场假设为专注于分散化思想的“谨慎的”投资者发展新金融工具提供 
了新的推动力（参见 §2 b ). 

这种新的金融工具应该首推“共同基金 （Mutual Funds )" 的变种 之一: 所谓“指 

数基金 (Index Funds )”. 

这种基金的特点在于它们把（自己的客户的）资金向某个股票“指数”中出现的 
那些成分公司股票投资. 

第一批这样的基金之一是1976年美国的万格集团 （Vanguard Group , 中译名曾 
经用过“先锋集团”）建立的 “The Vanguard Index Trust -500 Portfolio 11 , 它运作（买 
卖）参与构成标准普尔500 (Standard & Poor ’ s -500) 指数的500家公司 (400 个工业 
公司，20个运输公司，40个公用事业公司和40个金融公司）的成分公司的股票. 

有效市场假设说,价格的改变，也就是金融决策的改变，是在信息更新时发生的 
(并且速度足够快).通常的“普通”投资者（个体或机构）不掌握足够的信息，因而一 
般不可能很快地对价格的改变快速反应.与此同时，个体交易的运营成本照例会使 
得他们“耗尽”可能有的利润. 

在这个含义下，对“指数基金”的投资正是对那些“信息不充分的”投资者有吸 
引力，这些人不足以算计获取“快速”和“高额”利润，而倾向于（谨慎地）把资金投 
人到被良好分散化的长线证券中去. 

另一些类似的美国基金 （其 中包括债券基金）的例 子是 ： “The Extended Market 

Portfolio (扩充市场组合 )”， “The Vanguard Small Capitalization Stock Fund (万格小 

资本化股票基金 )”， “The Vanguard Bond Market Fund (万格债券市场基金)”，国际 

基金如 “The European Portfolio (欧洲组合 )”， “The Pacific Portfolio (太平洋组合)” 

等等. 


§2 b . 证券组合. Markowitz 分散化 

1. 正如已经在 §2 a 中所注意到， H . Markowitz 1952年的著作 [332] 在金融管理 

和金融工程的现代理论和实务的建立上起着决定性的作用.在 Markowitz 理论中，对 

于投资者来说，特别吸引人的是在证券组合 ( portfolio ) 中的分散化 ( diversification ) 

思想，因为它不仅说明了降低投资的（非系统，参见34页）风险的原则上的可能性， 
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并且也给出怎样做的实际推荐运作 . 1〕 

为了揭示这一理论的基本状况和观念，我们考察下列一步投资问题. 

设投资者有机会把自己的初始资本: T 投资遍及股票 , A N , 它们在时刻 
n = 0 的价格分别等于 ^ o ( Ai ), ••- , S 0 ( A n ), 

设 Xo (6) — 6 i 5 o (^4 i ) 十…十 6 jv * So ( Aat ), 其中^ 0, z = 1, * * * , iV . 换句话说，令 

6 = (6i ， … ， 6tv) 

是证券组合，其中 h 是价格为 So ( Ai ) 的股票八的股票“数量”. 

我们将假定，每种 股票戍 的演变如下 确定： 其在时刻 n = 1的价格& (4) 服 
从下列差分方程 

A 5 i ( Ai ) = p ( A i ) So ( A i ) J 

或者等价的 

*^1 (^) = (1+ p {^ i )) *%(▲)， 

这里 P ⑷ 是股票次的随机收益率， P ( A t ) > -1. 

如果投资者选择组合6 = 如 ，… ， b N ), 那么他的初始资本 X 0 ( b ) - x 变成 

^i(&) = biSi(Ai) + …+ 6^S ， i(^4at), 

它被期待“增值”.然而，这个愿望必须还要考虑“风险”，它是与“高”盈利的获得相 
联系的. 

出于这一目标， H , Markowitz 考察资本 X ^ b ) 的两个数字特征： 

EX^b): 数学期望和 DXxib): 方差 . 

有了这两个数字特征，就可按照不同情况来陈述依赖于最优化判别准则的最佳证券 
组合选择的最优化问题. 

例如，可能如下提出 问题: 怎样的证券组合 6* 可使某个目标函数/ = /( EXi ⑻， 
DX 1 ( b )) * “预算约束”下，对下列容许证券组合类达到最 大值： 

B ( x ) — {6 = (6 i , • • * , 6 at ) : b-i > 0, X 0 ⑻= a ;}， or > 0 ‘ 

下列对方差提出的问题也是很自然 的：求 

inf 


商业简明辞典 [65] 给出这样的 定义： 

分 散化： 在证券投资组合中包含广泛范围的公司，以避免只笼罩在一个经济行业的衰退情形下 
的严重损失 

证券 组合: 按自然人或法人特点来登记的证券清单. 




2. 不确定条件下的金融市场.金融指数动态变化的经典理论…… • 45 • 


其中假定 inf 是对满足下列约束的组合6来 取的: 

b G B ( x )， 


EXi(6) = m, 

其中 m 是某个常数. 

下面的图像演示了点 ( EX !( fo ), ^ DJCjbj ) 的集合的典型图景，这里6 € B { x ), 并 
且对 fe 可能也有补充约束. 




在图中可看得很清楚，如果你在方 差最小 的条件下对资本 的平均值 最大感兴趣， 
那么必须选择这样的组合 ■_ 对于它来说， ( EXx (6) ) V / DX ^)) 位于“起点”为 a 、 “终 

点，，为/?的曲线段上. ( Markowitz 称这些组合是有效的，而所引人的运用均值和方 
差的分析整体称为“均值一方差分析 （ mean-variance analysis )”.） 

2. 现在指出，在一步证券组合的最优化问题中，可以把量 (5 x (^), 

取代为直接对收益率（ 〆 々),• ■ •， p ( A N )) 来进行运算.具体做法如下. 

设 be B ( x ), 即 o ： = + …+ b N S 0 ( A N ), 弓[人量 d = ⑷，- 

令 

<k 二 -, 

x 

由于 h B ( x ) y 故汰彡0,且 El 山= 1. 我们把资本 X x ( b ) 表示为下列形式 

X 1 ( b ) = ( l ^ R ( b )) X 0 ( b ), 


…， Si(An)) 

•.，知)，其中 


并设 


p{d) — dip(Ai) + • _，+ dj\fp(Ajsf). 
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显然， 


这样， 


R ( b ) — 


&⑻ 
X 0 ( b ) 


X ^ b ) 

X 


^2 ^iSi(Aj) 

x 




y ^ d l p ( A l ) = p ( d ). 


R ( b ) — p ( d ), 


由此得到，如果 d = ( di , … , djs /) 和 6 = ( Z ? i , … , b /^) 通过关系式馬 = 
i = 1， ■ •. ， TV , 联系在一'起，那么对于 b G B ( x )^ 


bjSojAi) 
x ’ 


X 1 { b ) = x { l + p { d )), 


因而，从对于 X ^ b ) 的最优化问题的视角来看，可以对于 p ⑷的对应问题来进行运 

算. 


3. 现在我们转向分散化问题，它力求用量 X x ( b ) 的方差或标准差来度量的（非 
系统）风险任意小. 

为了这一目标，作为起点，我们考察两个二阶矩有限的随机变量^和于是， 
如果 Cl 和 c 2 是常数 ， q = y/Wu 1,2,那么 


D(ci$i + 0^2) = {c\CF\ — C2<J2) 2 + 2ciC2CT 1 CT2(1 + <7 12 ), 


其中 CT 12 =—— ④乂 2 ) ， Cov (^ i , ^ 2 ) — — - E ^2 - 由此很明显，如果 CiCTi = C 2 CT 2 , 

<72 

而 Jl 2 = -1, 那么 D ( Ci$i + C 2《2) = 0. 

这样一来，如果 量&和 以相关系数 a 12 二 -1 负相关，那么取适当的常数 Cl 
和 c 2 满足 C^i = c 2 cr 2 , 我们就得到有零方差的组合 c ：^ + C2 $ 2 . 不过，当然,这时均 
值 E ^ Ci + c ^) 可能相当小.（由于条件 h B ( x ), 0 ^ 02 = 0 的情形对于最优化问 
题来说无意义 .） 

由这些初等讨论可见，对于 ( C !, C 2 ) 和量（&，&)的类上给定的约束，要求解使 
E(C 而 + c 2 心） “很大”，而 D ( ciei + c 2 6) “很小”的问题，必须力求选取协方差尽可能 
接近于 -1 的点对 (6,6). 

所陈述的负相关效应也称为办效应，它是投资分散化的基本观念 之一: 
在构成证券组合时，必须力求包含在组合中的证券之间有尽可能多的负相关. 

分散化基础中的另一个观念基于下列思考. 
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设 € i ， $2,…， Ov 是互 T 相关的随机变量序列，其方差满足 D 匕^ (7, i = 1, ■ • ■ 
这里 C 是某个常数.于是 


N N 

D ( d^i + …+ d N ^ N ) =： ^ d \ 


因此，例如 取札二 1/ iV , 我们求得 

C 

D(t/i£i + * * * + c?tvC/v) < w ^ 0, N ― ^ oo, 

这个不 相关效 应说，如果投资是在不相关的证券中进行，那么为了降低风险，即 
方差 Didr ^ +…+ d N ^ N ), 必须取它们的个数 TV 尽可能大. 

我们转向关于量 


p{d) = dip(Ai) +， . * + d N p{A N ) 

的方差 Dp ⑷的问题.我们有 

N N 

^>p{d) = ^djDpjAi) + ^2 ^.7'Cov (p{Ai) , piAj)). 

i~l D=l， 

^3 


我们在这里取 A = \/ N . 那么 


N 


z 


\ djDpiA ,) 


1 


2 


N 


• N • 




NI N ^ N 


噪， 


N 


这里斤 ^ ^ D 〆 次） 是平均方差 • 同时， 


N 


2 



didjCo\/(p(Ai), p(Aj)) 


當’ 


N 


{ N 2 — N ) S n ， 


这里 COX ^ TV 是平均协方差: 


Cov 


N 


N 2 


N 



Cov ( p ( A i ) ? p ( A j )). 


當， 


这样一来， 


Dp ( d ) 


N 


—— 2 
<^N 



N 


Covn ， 


⑴ 


并且很明显，如果巧 < C ， 以及当 JV — oo 时， Cov # — Cov , 那么 


Dp(d) Cov ， iV — oo. 


(2) 
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由这个公式我们看到，如果^等于零，那么带充分大的 7 V 的分散化的投资风 
险，即 Dp ⑷，可变为任意小.遗憾的是,如果考察的比如是股票的风险，那么其中照 

例还有价格上的正相关（它们在同一方向上相当一致地运动)，使得当 iV — 00 
时不趋向于零.极限值&也是系统 风险， 或者说市场 风险， 它对于所考察的风 
险来说是固有的，并且分散化不可能使它降低.在公式 （1) 中的第一项确定 了非系 
统 风险， 它正如我们所看到的，可通过使股票种类数增大来降低（“均值一方差分析 

( mean-variance analysis )”. 更详尽的理论参见 [268] , [331]-[333].) 

§2c. 资本资产定价模型 Capital Asset Pricing Model) 

1. 用于最优证券组合自身计算的均值一方差分析 （“ mean-variance analysis ”） 要 

求值 Ep (4) 和 CovipiA ^. piAj )), 而并不对这些值的产生给出解释.（在实际操作中， 
这些量是根据过去的数据用通常的统计均值和协方差来估计的 .） 

CAPM 理论 （ W . F . Sharpe , [433], J . Lintner , [301]) 和以 后考察 的乂尸 T 理论 

不仅对量 Ep ( Ai ) 和 Co ^ piA ^. piAj )) 的值的问题给出回答，并且同时还指出，个别 
股票八的（随机）收益率的量 p ( Ai ) 怎样依赖于进行次的交易的“大”市场的收 
益率 p 的量.作为在 Markowitz 的“均值一方差分析”中起着关键作用的协方差 
Cov ( p (^), p (^)) 的补充， （ L 4 PM 理论阐明了另一个新对象的重要作用，它就是市场 
中的股票次的收益率与市场本身的收益率之间的协方差 Cov ( p ( A ,), p ). 

04 PM 理论及其结论基于均衡市场的概念，特别是，它指的是在这样的市场上 
没有运行费用，其所有的参与者（投资者）在下列含义下是均 勾的： 在基于其所有可 
接受的信息的基础上对价格的未来运动有同样的估值能力，有同样的时间视野，所有 
人的决策都基于价格的均值和方差.还假定，所有被考察的资产都“无限可分”，并 
且在市场上有收益率为 r 的无风 险证券（银行账户、国库券等等). 

具有无风险证券是关键的，正是由于收益率 r 出现在 CAPM 理论的所有公式中 
作为“基本”变量，才由此导出计算. 

在这一含义下，有益的是注意到，对风险资产的收益率 p ( Ai ) 的均值 E P (4) 的 
长期观察可指出 Ep ( A 0 > r . 下面引人的由年平均数据所构成的表上列出了美国在 
1926--1985 年期间的收益率平均的名义值和实际值（考虑通货膨胀). 

表 


证券 

名义收益率 

考虑通货膨胀的实际收益率 

普通股票 

12% 

8.8% 

公司债券 

5.1% 

2.1% 

政府债券 

4.4% 

1.4% 

国库券 

3.5% 

0.4% 
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2. CV 1 PM 理论的基本状况可用一步运行的市场的例子来阐明. 

设负 = 5 0 (1+^)确定了 “大”市场的（随机）价格的值,例如，它是指数 S & P 500 
在时刻 n = 1的值■以5! ( A ) = S 0 ( A )(1 + p ( A )) 表示资产 A 在时刻 n = 1时的价 
格，其收益率为 />( A ) ( A 是 S & P 500 中的某只股票)， 

无风险资产的价格演变由下列公式来 确定： 

Bi — 丑 0(1 + r). 

在某种 均衡市 场概念的基础上建立起来的理论确认（参见例如 [268], [433]), 
对于每种资产 A 存在量 P ( A ), 它称为这一资产的倍塔 1 \并满足 

E { p ( A )^ r ]^(3( A ) E [ p - r }. (1) 

这时， 

，) = C ov g ) ⑵ 

换句话说，（在相对于无风险资产运用资产 A 时的） “ 溢价” p ( A ) - r 的平均值正 
比于（把资金投人到比如指数 S & P 500 那样的带市场整体特征的资产中去的）溢价 
p - r 的平均值. ， 

公式 （2) 确立了 “倍塔”值，即 P { A ) 是由收益率 p 和 p ( A ) 的相关性质来确定 
的，或者等价地，由对应的价格负和 S ^ A ) 的相关性质来确定的， 

把关系式 （1) 改写为 

Ep ( A ) = r + P ( A ) E ( p - r) y (3) 

并对于有倍塔 P ( A ) - [5 的资产 A 令对应的收益率值 P [ A ) 为 Pf3 . 

这样在0 = 0的情形下， 

Po =" r, 

而在/? = 1的情形下， 

pi ― p. 

由此可见， （3) 是 的直线 方程： 

[ P 0 = r + 卢 E(p — r )， （4) 

其图像如图9,它指岀，对于资产来说，其平均盈利 E 冲怎样依赖于倍塔0、收益率 
r 和市场的平均盈利 Ep 来改变. 

~~ 1〉 如果资 f A 有 “ 倍塔” ( 3 ( A ), 那么按其事物的逻辑还应读有“阿尔法” ct ( A ). 有一些作者（参 
见例如 [267)) 把平均值 Ep ( A ) 称为“阿尔法' 
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0 1 (3 

图 9 CAPM 直线 

量"= (3( A ) 在构成证券组合时起着重要作用，它是资产对市场变化的“敏感 
度”、 “反应度”.为了确定起见，我们将认为，市场指标像指数 S & P 500 那样变化，我 
们现在所考察的股票所属公司 A 是该指数的500个公司 之一. 于是，如果指数改变 
1 %,而资产 A 的倍塔等于1.5,那么资产 A 的价格改变（平均）为1.5%. 

在实务中确定资产的倍塔是对统计数据运用通常的线性回归方法来实现的，这 
样做来自关系式 （3) 的线性性. 

3 . 我们对于资产 A 形成下 列量： 

V ( A ) = ( p ( A ) - Ep ( A )) - 。'二’拉 (p - Ep ). 

显然， Ery ( A ) = 0 ,且 

E ( V ( A)(p - Ep )) = 0, 

即，有零均值的量 r ]{ A ) 和 p - Ep 是不相关的. 因此， 

P ( A )~ Ep ( A ) = 0{ A ){ p -£ p ) + V ( A ), ⑸ 

它与⑶一起导出溢价 p ( A ) - r 和 p - r 之间的下列关 系式： 

p ( A ) — r = f 3( A)(p - r ) + r ]( A ), ( 6 ) 

它表明，资产 4 的溢价 ( p ( A ) - r ) 是由市场溢价 （p - r ) 乘上倍塔 0( A ), 再加上与 
p — Ep 不相关的量 77 ( A ). 

由 （5) 我们得到公式 

Dp { A ) - 0 2 { A)Dp + Dr ]( A ), (7) 


它是说,在资产 Z 上投资的风险 ( Dp ( A )) 是由两部分风险所 组成： 市场固有的 

系统风险（浐 ( A ) Dp )， 
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以及资产4直接固有的 


非系统风险 （ Dr /^4)). 


If 如在上节中那样，可以指出，这里在 CAPM 的框架中，非系统风险也可通过分 


散化来降低. 


针对这一目标，我们假定，在“大”市场中有 iV 种资产 ^1,--- , a n , 它们对应的 



设 d 


• _ 


• , v (^ n ) 不相关: Cov (?7( Ai )，7； (木 )) 






N 


, d N ) 是证券组合， di ^ O , J：di 




，且 


由于 


我们有 


因此，令 


p { d ) = d \ - p ( Ai ) H - 


_ 擎 * 


+ dN - p{Ajs[), 


Pi^i) 


r = P { Ai)[p - r ] + r ]( Ai ), 


N 


N 


P(d) - r 




^2 di 0( Ai)[p - r ] 



^2diT}(Ai) 


i=l 


N 


N 


m 


5>巢) 


以及？ 7( d ) 




i=l 


我们求得（比较⑹)， 


p ⑷ 


r 


f3{d)(p - r) + 7](d) 


如同上节中那样，这就是 


Op ( d ) 


/3 2 ⑷ D /?+ DT}(d) : 


其中 Dr](d) 


N 


c 


T,d^D7](Ai) ^ — 


— > 


N 


― > 


oo , 只要 DniAA ^ C 以及 dL 


N 


§2d. 套利定价理论 {APT 


Arbitrage Pricing Theory) 


1. 在 C 4 PM 理论中，所强调的是在处于确定的均衡的市场上，个别的资产盈利 
怎样依赖于运作该资产的“大”市场盈利（参见 §2 c 中的（1))，以及它承担怎样的风 
险.这时（参见在上节中的公式 （6)) 资产 A 的盈利（收益率，回报） p ( A ) 由下列公 
式确定： 


P ⑷ 




r + P { A){p - r ) 4- r ]{ A ). 


⑴ 


更现代的“风险和收益”的理论是 XPT 理论 （Arbitrage Pricing Theory ); S . A . 
Ross [412], R . Roll and S . A . Ross [410] 从多因子模型出发， 认为资产 A 的量 p ( A ) 
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依赖于若干个随机因子 fu …， f Q (它们的值可以非常 不同： 石油价格、收益率等等) 
以及“噪声”项 (( A )： 


p ( A ) = ao ( A ) + ( A)fi + ■.. + a q { A ) f q + C(^)* ⑵ 

这里 E/, = ◦，DA = 1， Co ^ fiJ 3 ) = 0, “噪声”项 C ㈤有 EC ⑷ = 0,且与因 

子 fu …， f q 不相关，也与其他资产的“噪声”项不相关. 

比较⑴和⑵可见，⑴是因子为 fi = P 单因子模型的特殊情形.在这个含义 
下， XPr 是 CV1PM 的推广；尽管从实际定价的方法论视角来看， CMPM 继续保持为 


证券定价的最受欢迎的方法 之一； 这点可由它的简单明了以及 对倍塔 （资产对市场 
变化的敏感度）的运算传统来解释. 

建立 在均衡市场概 念上的理论的中心结果之一是公式 （1), 由上节可知， 
它是把“溢价”平均值 E(p(^l) - r ) 用溢价平均值 E& - 0来表达. 

与此相类似的是，建立在市 场上没有渐近套利概 念上的中心结 果为： 它在资产 


v4 的 p ( A ) 的性态是用多因子模型 （2) 来描述的假定下，对于均值 Ep ( A ) 导出进 一 
步的（渐近）公式. 

我们记得 p ( A ) 是4在（前面考察的） 一 步模型 S ,( A ) = S 0 ( A )(1 + p ( A )) 中的 
(随机）收益率. 


2 . 我们假定现在有由 iV 种资产 Ai, ■■- 构成的 “7V- 市场”和 g 个因子，并 


p(^i) ~ + ai(y4i)y*i + .. ‘ + fq -f- C (^i )j 

其中 E/fc = 0, EC(^) = 0 ,当 A: # / 时协方差 Co V (A,/z) 二 0, DA 二 1 ， CovdC ( 次 )） 二 

0, Cov((( 木 ) ， 〈 (Aj)) = cr 勿 , k,l = 1, ■' 以及 = h … ， N. 

我们考察某个资产组合(屯，… , d N ). 于是它的相应“盈利” 


p(d) = dip(Ai) + • • ■ + (Inp(An) 

N / N \ / N \ N 

=diam + I dian J /i + ■ ■ * + I diaiq J f q + (3) 


其中 da = ak { Ai ). 

下面将指出，在对多因子模型 （2) 的系数作某个假定下,可求得这样的非平凡组 
^ d — {di , ^iv )) 使得 

必 + * …+ = 0， (4) 

N 

=0， 1,*- ,9, (5) 

N N 

〉: di^iQ = > : • 


⑹ 
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这样对于组合似 


((9山，… Mn \ 其中0是常数， 


P(0d) 


Opid ), 


并且由于 (2)-(6), 


N 


N 


P (^ d ) 




⑺ 


因此， 


N 


fi ( Od ) 


Ep ( Od ) 




令 


e 


N 


a 2 ( Od ) 


Dp ( Od ) 


O 2 ^2 didjdij 、 




N 


一 2/3 




\\ d \\~ 4/ \ 这里 IWI 


N 


1/2 




⑻ 


于是 


N 


1/3 


fi{ed) 


E ^ 2 


9 


⑼ 


a 2 ( 0 d ) 





4/3 


如果假定（这是为了简化 分析； 关于一般情形参见例如 [240], [268 ])， a 


( 10 ) 




0 , i 7 ^ j, 




，那么我们求得 


N 


1/3 


a 2 [ 9 d ) 




( ii ) 


公式⑼和 （ u ) 对于下列渐近分析是关键的.由此可见，如果当 JV 


N 


OC 


oo , 如果再设 SoiAr ) 

Od 的初始资本 


Sq(An) 


1，那么由条件 di + ■ * • 4- djsf 


> 时， S 右 — 

0求得，组合 


X o ( 0 d ) 


e((h + 


♦ ■謬 


+ <^ n ) 




0, 


而在时刻 n 


的资本 


Xi{0d) = + … • + = 0p(d) = p{6d). 

同时，如果 EX ^ ed ) = fi (0 d ) oo , 而当 TV — 0 时， DX ^ Od ) 0, 那么对于充分大 
的 iV , 以大概率有 X ^ Od ) > 0,并且以正概率满足 X ^ Od ) > 0. 换句话说，以零初始 
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资本在有资产 yl !,..- (N ^ 1) 的市场运作，通过对应的组合可（“渐近”）引出正 

利润，它在 APT 理论 [412] 中，被解释为具有渐近套利（也可比较在第六章 §3 a ， b，c 

中的相应的、较晚提出的定义). 

这样一来，如果认为 “7 V - 市场”（当 7 V — oo 时）是渐近无套利的，那么必须排除 

引起套利的可能有这一结论.这就很自然，要对多因子模型 （2) 中的系 

数加上一定的限制 /邑 1 为以后可描述的有性质 (4)-(6) 的组合(屯，… ， d N ) 的构 
建是根据该模型的系数来产生的. 


我们作矩阵 


并对它构成矩阵 



1 <^ii a 12 … aig 
1 a21 C&22 … a 2q 


1 ajsn … <^N q 



SB — 


( 12 ) 


(13) 


假定它是确定的表示转置). 

设 

d — (/ — ^)ao, 
e = 


(14) 


其中 J 是单位矩阵， a 0 是由 a 1G ，. ••， a N 0 所组成的列向量.于是对于勿有正交分解 

ao — + e (15) 


以及 


( T 1 = 0， d ^ a k = 0, (16) 

其中 a fc 是由 a lk ，… y a Nk 所组成的列向量，而1是由1所组成的列向量. 

公式 （16) 恰好就是上面提到的 （4) 和 （5). 

由 （14) 和 （15) 也有 

d*a 0 = d*d + d*e = d*d, 


它正是所要求的公式 （6). 

现在我们察觉,根据 （14), 列向量 e 可表示为下列 形式: 


e = Agl + Aiai + _.. + A q a g , 


其中数 A 。， …， Ag 满足 
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因此，列向量 

并且 


d 


tto — 










(17) 


对于 “ TV - 市场”来说，所有出现在这一公式的右端的系数… A 。 …，八， 
自然都依赖于 7 V . 

无渐近套利的假定排除了下列可能性（木= < k [ N )) 



lim d \ ( N ) 



而这就是说，由于 ( IT ), “ TV - 市场”的系数必须满足 

<1 1 2 

a iG ( N ) — Xo ( N ) ~^2 Xk ( N ) a ik ( N ) < oo . (18) 


这个关系式（作为无渐近套利假定的推论）被如下 解释： 当资产的个数 iV 足够大 

时，由这些资产所构建的组合的“大 多数” 必须有这样的 性质： 在其系数 a 0 ( Ai ), 
M 人)，… ^ a q ( Ai ) 之间要满足“几乎线性”的关系式 

a o (^ i ) ~ Ao 4- 5 : Afcajk (戌 :）， (19) 

k=l 

其中所有考察的量依赖于 AT ， 并且 



这时存在组合 d …， d N \ 其盈利 P ( d ) 的方差 （由于 (11)) 足够小，它意味着, 

在所考察的多因子模型中，“噪声”项 c (^) 和个 别因子的影响 (在无渐近套利的假 
定下）可降低风险. 但是还需要记得的是，所有这些都只对大 tv 成立，即只对“大” 

市场成立，而对小市场来说，借助于公式 （19) 右端的表达式来计算盈利的数学期望 
(定价， pricing ), 可能导致非常大的误差（关于对应的断言参见 [231], [240], 叫 2 ];基 
于构造 性概念（[ 25 0])的渐 近套利的严格 数学理论参见 [260], [261], [273], 以及后面 

的第六章的第3节 .） 

§2e. 经典的有效金融市场概念的分析、解释和修正 . I 

1 . 处于 有效市 场理念底层的基本概念是假定价格瞵时吸收新的信息，并且这样 

一来就不再有“某时某地低买、另一时另一地高卖”的机会，即如同通常所说，没有 

套利机会. 
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正如我们在上面所看到的，这个合理 架构、公平运 营的市场概念体现在该市场 
上的（规范化）价格用（相对于某个等价于原来的概率测度的测度而言的）鞅来描述. 

我们记得，如果 X = ( Dn % 相对于某个 <7- 代数流 d ) n 列是缺，那么 


因此，量 X n + m 基于“信息” A 的均方意义下的最优估计 



n+m; 


就是值，因 


为 X 


n+m: 


重合于 E ( X n+m ID . 


这样尤其是可以说，价格 ( X n ) 的鞅假定对应这样的经济学上一目了然的 假设: 
在“组织良好”的市场上，根据“今天”的数据对“明天”、“后天”等等的价格值的最 
优（至少在均方意义下）预测就是“今天”的价格值. 

换句话说，预测带有平凡特征，似乎是排除了对“未来的可观察的价格运动”进 
行某种预言的可能性 .（ L . Bachelier 在实质上是把布朗运动构建为价格演变的模型， 
其出发点就是这个对“明天”的价格不可能有比“今天”的价格值更好的预测的想 


法 •） 

同时，众所周知，市场的参与者（也包括诸如“基本面分析家” （ fundamental ¬ 
ists )、 “技术分析家’’ （ technicians )、 “定量分析家” ( quants ) 那样的专家） 不再尝试 
预测“未来的价格运动”，不再尝试“推测”未来价格的运动方向和量值 7 并由此来决 
定何时买卖哪个公司的股票等等. 


注. “基本面分析家”从经济整体的 “ 全局”状况和它的某个部门的状况出发来 
提出自己的 决策； 对于他们来说,特别重要的是关于发展 前景的 信息； 他们也从市场 
参与者运作 的理性 出发.“技术分析”的代表们则是根据市场的“局部”性态来引导 
自己的 决策； 对于他们来说，特别重要的是把“大众行为”作为本质影响他们决策的 

因素. 

正如在 [385; 15-16 页]中所注意到，1920 1940年代，“基本面分析家”和“技术 
分析家”形成金融市场“分析师”的两个基本群体.到了 1950年代，这些人中又增 
加了第三个群体“定量分析师”，他们是 L . Bachelier 的后继者.这个群体与“技术分 
析”方法的代表相比更接近于“基本面分析师”，对于后者来说，正如前面 所说， 更重 

要的是市场的心态状况，而不是决定市场上的投资者行为的理性原因. 

2. 我们回到这样的问 题来： 怎样来阐明这一切？特别是要说，有什么可能成为 
预言“未来价格运动”的期待和尝试的基础？当然，开始需要分 析经验 数据，揭示一 
系列关于价格运动特征的不平凡的现象（例如聚集的类型)，把价格的概率统计结构 

清理为随机过程. 

设札= 111 会是（规范）价格的对数.我们把札表示为下列 形式 ： A = 

怂 1 + . _ • + h n . 

如果序列（丑 n ) 关于 f 代数流 ( D 是狹，那么量（、）形成鞅差 ( E (/ l n | ^ n _ l ) = 
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0), 并且随之而来的是量(在假定它们平方可积的条件下）是不相 关的： 

Eh n+m h n ^ 0, m ^ 1, n > 1. 

然而，如所周知，不相关并不意味着独立，它并不能完全排除例如与圮 
或者与|\|正相关.许多金融数据的实证分析表明（并不与有效市场中的 
鞅性假设矛盾!)，它们还真是那样.尤其还要注意的是，这种正相关现象会导致量 
( Zln ) n ^ l 按它们的值的大小成群结队的聚集效应，而它们可用一系列相当简单的模 

型（诸如乂丑 C 7?， GARCH ， 随机波动率模型等等）来“把握”和 解释； 对此，我们将 

在下面的第二章中涉足.这就出现某种可能（或者至少是期待）来获得较不平凡的 

(一般是非线性的）预测，比如对绝对值 |/ ln + m | 的预测.这样也有可能得到关于序列 
( h n ) n ^ 的联合分布的更为精细的信息. 

关于量的概率特征的较简单的假定是 






其中是独立标准正态分布随机变量 



义 (0,1), 而是某些常数，它们是量 


h n 的标准差，即 G ' 


+VDh 


然而，这个经典的高斯随机游走模型被公认为实际数据的不合适的 反映； 对实 

际数据的“正态性”的统计分析表明， 首先，量 h n 的经验分布密度与正态情形相比， 
更为平直，而在均值的邻域中，更显尖峰.这一分析也表明 ，量心 的分布的尾部比 
正态分布更为厚重.（详情参见第四章 .；） 

在金融文献中，表示式 h 


e n 中的量通常称为 波动率（变化率)，而头等 
重要的是下列事实：波动率本身也是波动的.换句话说 ， a = ( a n ) 不仅是时间的函数 

(在最简单的情形下是常数)，并且也是随机变量.（关于波动率的详情参见以后的第 

四章中的 §3 a .) 

从数学的视角来看，类似的假定是非常诱人的，因为它本质上扩充了传统的（线 
性）高斯模型类,使它包括在所考察的（非线性）条件高斯模型 


中，其中， 首先, （ e n ) 是独立标准正态分布随机变量 ，〜〜 ，(0, 1), 然后, a n 二 a n ( oj ) 
是-可测的非负随机变量.换句话说，这可以表达 为：、 关于的条件分 
布是 

Law (/ i n | ^ n - i ) ^ 

由此得到 ，I 的分布 Law 0 n ) 是按波动率（“随机方差”）的分布进行平均的悬浮（混 
合）正态分布. 

有益的是要注意到，在数理统计中众所周知，有急速下降的尾部的混合分布可 
能导致有厚重尾部的分布.这样，如果经验上观察到这一点（而这对于许多金融指标 
实际上也正是这样)，那么条件高斯模式可看作适当的概率模型. 
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很自然，在转向带随机波动率的模型时，即转向类型为“心= a n e n ” 的模型时, 
成功应用它的决定性的因素是波动率 （〜） 演变的“正确”描述. 

第一个这样的模型丑 (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity ， 自回归 

条件异方差）已经在1980年代由 R . F . Engel 引入，其中假定 




+ + 


« ■ 



它有可能在对金融时间序列进行统计分析时“把握”上面提到的实际观察数据的聚 

集 效应. 


这种经验现象的实质在于、的大（小）值会引来随后的大（小）值，但一般来 
说，符号是不能预定的. 


这当然是由于在模型的结构中明确假定 g 作为以前的值, h? n _ q 
的函数所引起的.这样一来，根据这一模型以及与实际观察相对应，跟随大的|心|的 
值的应该期待大的 \ h n ^\ 的值.然而，我们强调，这个模型并 不给出 “价格向哪一方 
向运动”的说明，即没有关于 h n ^ 的符号的信息.（与此同时，由此导出对在随机市 
场上进行实际买卖活动的下列推荐 意见： 如果涉及的例如是期权的购买，那么应该 

同时购买买入期权和卖出 期权； 参见第四章， §4 e .) 

不使人意外的是，模型促使大量类似模型的建立，以“把握”（“聚集性” 
以外的）许多其他可能显示的效应.其中最著名的是 T . Bollerslev [48] (1987) 引入 

的模型 (Generalized ARCH ), 其中 


0^ = ao + ! + -. ■ + ot q h\ q + ^icr^ x -t- • • • 4 - 0 p a^_ p . 

(关于 A ECU 的推广的多种多样只需从一张其名称的清单就可 看出： HARCH ’ 
EGA R CH , AG ARCH , NARCH，MARCH 等等 •、 

与乂五 OT 相比，模型的“技术” 优势之一在于: 为使4模型拟合实 
际数据要取很大的值而以丑模型允许限制在不大的 g 和 p 的值上. 

注意到和仏模型解释了聚集性，不能不重提，事实上还有其他的表 
明价格与波动率有更精细的现实关系的经验现象.正如实务丁作者都熟知，当波动 
率“很小”时，价格就趋向于长期上升或下降.类似的还有，如果波动率“很大”，那 
么价格就会这样 变化： 它们改变自己的上升或下降，而趋向于向相反方向运动. 

所有这些都说明，金融市场内部（足够复杂）的结构，看来对可能预测能有某种 
指望； 即使不是直接针对价格本身，至少也有可能来构造其足够可靠的未来运动的 
界限，（这种“乐观主义”的思想经常被“市场价格记得过去”的说法所暗示，尽管这 
种主观论题远不是无可争辩的 .） 

以后（参见第二、 三章） 将对描述金融时间序列演变的一系列概率统计模型进行 
足够详尽的考察.现在我们将停留在对“有效”组织的市场上的交易者的运作的假 
定作出某些批评和重新审视. 
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3. 在 §2 a 中说到，处于有效市场概念中的是，其所有的参与者都以一致的视角 
来看待他们的目标设定、对新信息的理解以及他们的带有理性特征的决策.然而，这 
样的状况带来一种这样的 批评： 对于市场参与者来说，即使他们都接受了所有可接 
受的信息，他们对信息的反应以及对信息的解释，都远不是一致的，远不是一 样的; 
市场参与者的目标设立可能是极为不 同的; 交易者的金融活动时间区间也是不 同的: 

从对于“投机者 （ speculators )” 和“技术分析专家 （ technicians )” 的短时期一直到中 

央银行的长时期 都有； 市场参与者对风险程度的关系也可能是非常主观的. 

广为人知的是人们在自己的决策中是“非线性 的”： 当他们期待利润时，他们 
不太在乎风险，而当他们面临损失可能时，他们就较重视风险.下列由 A . Tversky 
([465]) 所陈述的两难推理是这一断言的直观 说明： 

a ) “你宁愿要$85000,还是要在一场赌博中以概率 0.85 要$100000?” 

b ) “你宁愿要损失$85 000,还是要以概率 0.85 损失$100000,但以概率 0.15 使损 
失归零?” 

大多数人在情形 a ) 宁愿要$85 000,而不去力求得到 $100000. 但在情形 b ), 大 
多数人宁愿赌一下，以求有机会(15%)使损失归零. 

在投资者作出决策时，极为重要的因素是时间.如果你有可能今天获得$5000, 
或者一个月后获得$5150,那么你多半是宁愿“今天” 获得 • 然而，如果第一种口 J 能 
是过一年，而第二种可能是13个月，那么大多数人都宁愿“13个月”.换句话说，投 
资者在市场上的“时间”视野可能取决于个体设置的不同而不同，并且一般来说，与 
(明确或隐性）假定大家的“时间视野”都一样的“理性投资者”模型不相符合. 

在 §2 a (第3点）中已经注意到，在有效市场的概念中，市场的参与者根据所接 
受的信息随时校正自己的决策.然而，人们都清楚地知道，其实并非 如此； 人们需要 
一定的时间（对于不同的人时间间隔也不同）来了解所接受的信息，然后才采取这样 
那样的决策. 

4. 在 G . 索罗斯的书 [451] 中有许多论证是针对理解以下状况的必 要性： 除了 
可能找到市场的“均衡”或者“几乎均衡”的状态以外，还有“远非均衡”的 状态； 这 
时市场的参与者们不适当地理解和解释信息，以至他们的看法都“随心所欲，各执一 
词” 1451; 14页].在接近于均衡的状态下，有一定的校正机理在起作用，以防止“认 

知与现实的过分显著的差距”，而在远离均衡的状态下，自反的双重反馈机制起作用， 
并只要本质条件不产生可观的变化，倾向于不发生认知与现实的迫近……” [451, 
13页]. 

应用经济学研究所 （Research Institute for Applied Economics , “Olsen & Asso ¬ 
ciates " , Zurich ) 的奠基人 R . B . Olsen 的见 解⑽） 赞同这样的 说法： “在市场上有带 

各种时间视野的形形色色的经济活动者.这种视野从对于‘短线’交易者的几分钟一 
直可变化到中央银行和公司的几年.经济活动者对外部事件的反应依赖于他们的时 
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间视野.既然这种视野如此千差万别，经济活动者们可能采取截然不同的决策.所有 
这一切导致皱纹效应 (ripple effect )\其中不一致的反应产生新的事件，转而引起市 

场参与者的第二层 反应” 

目前看来，要把金融市场的经济数学的严格理论的某些方面，说成不在“经典 
的”均衡条件下、而在市场上实际可观察的条件下运行的“大型复杂系统”，为时尚 
早.当前的状况可定义为“积累事实”、“细化模型”时期.也正是在这一含义下，选 
取新方法和搜集统计数据，并当然运用当代计算技术来对它们进行处理和分析（对 
此将在下面的第四章中讨论)，将起着第一位的 作用； 这一切将为如下的一些研究提 
供了经验 资料： 关于证券市场运行的各种概念分析，处于比如 有效市 场概念中的各 
种局面的修正，关于价格的分布特征、动态变化及其性态的假设等等. 

§2 f . 经典的有效金融市场概念的分析、解释和修正 . II 

1. 在这一节中，我们继续（在描述水平上）考察有关处在 有效运 行市场和投资 
者 理性行 为中的假定的问题,并把注意力集中在一系列新的、前面没有讨论过的方 
面. 

有效市场的概念 曾经是最为引入注目的成就 之一， 它曾经并且继续在金融理论 
和金融业务中起着支配性的作用.在这一联系中变得很明显的是，这一概念的一清 
二楚的表达及其 优点和弱点， 都有助于理解那些新古典主义的（市场结构的“分形 
性”类型的） 概念; 这类概念我们可在有关金融市场的结构性质和运行功能的数理经 
济学的文献中找到. 

2 . 正如我们已经看到，有效市场的概念产生于假定 “ 今天”的价格值建立在它 
完全“考虑”所有可接受的信息的基础上，并且价格的改变仅仅由于这种信息的“更 
新”，也就是说，由于出现“新的”、“意外的”、“没有料到”的信息.这时，在这样的市 
场上的投资者懂得，价格的确立是“公正的”，因为市场的所有参与者都在“一致而 
又正确理性地”起作用. 

这些假定就造就了完全自然的 随机游走假设 （假定价格是独立成分之和）及其 
发展: 鞅假设 （并且,作为推论，“明天”价格的预测就是“今天”价格的值). 

形象地说，所有上述意味着，“市场就是鞅”是在下列含 义下： 在这样的市场中， 
进行着“公平’’、“诚实”的游戏（与“軟”概念的通常解释相 对应； 也参见第二章中 
的 §§ lb , c 以及更详尽的例如， [439; 第七章， §1]). 

读者大概已经注意到，上面 (§2 a ) 陈述的有效市场的概念本质上干脆 就假设 ：“有 
效市场就是鞅”（相对于某个信息流和某个概率测度).由此带来的对应的论述并非是 
形式数学的特征，而是直观描述的特征. 

如果从假设（按定义）“诚实”、 “ 理性”地建立市场出发，那么断定“市场是鞅” 
其实就允许有一个完美无缺的数学解释,它就是 无套利市场. 换句话说，这是一个其 
中不可能有 无风险 盈利的市场.（形式定义在第五章 §2 a 中给出 .） 


2 . 不确定条件下的金融市场.金融指数动态变化的经典理论 


•61 * 


以后我们将看到，无套利假定导致一般来说存在（“軟”）测度的整个谱族，关于 
这些测度，（规范）价格 是鞅; 这是以独特的形式说明，市场可能不是只有唯一的稳定 
状态，而是有整个稳定状态的 谱族； 它无疑联系着市场的参与者有不同的目标设置， 
在处理和吸收所接受的信息上有不同的时期. 

在市场上有着带不同利益和机会的投资者这一状况多半是一个正面因素，而不 
是如同初看起来那样的不足. 

这里所涉及的实质在于，正是市场的分 散化性 质保证了它的 流动性 ( liquidity ) : 
把资产快速转换为支付手段（例如，钱)，而这对于市场的稳定是必要的.我们列举下 
列著名事实来作为证据（参见例如， [386; 46-47]). 

在 J . F . 肯尼迪总统被暗杀的那天 (1963 年11月22日)，市场立即对所引起的 
“未来远景”的不确定性作出反应.其现象是，在这一天，“长线 ( long - term ) »投资者 
或者简单地挂起他们的运作，或者转变为“短线 ( short - term )^ 投资者.随后几天交 
易所关闭，等到它再开市时， 主导 “基本面”信息的线”投资者才重新回到市场. 

尽管1987年10月19日在美国的金融崩盘的全景看来还没有充分澄清，但是已 
经知道，这一天以前“长线”投资者都直接试图拋出他们的资产，而变为“短线”投 
资者.其原因在于联邦储备系统 （Federal Reserve System ) 收紧了货币政策，并预期 

不动产价格提高.尤其是，市场被短线运作所支配，而在这一含义下，“技术分析的” 
信息变为基本的“有用的” 信息； 然而，这种“技术信息”在类似的动荡时期多半是 
基于流言和臆测. 

在这两个例子中，当“长线”投资者在市场上“撤出”时，随之出现的就是市场 
变得不流动以至不稳定.所有这些都说明，为了稳定,市场上应该有各种“投资视野” 

的投资者，应该有市场参与者的投资兴趣的“不均匀性”、“自相似性”，或者如通常 
所说的“分形性”. 

金融市场具有“统计分形性”（参见第三章 §2 c 中的定义）这一点早在1960年代 
就已被 B . Mandelbrot 完全清晰地注 意到； 在随后的几年中，由于例如外汇汇率具有 
统计分形结构、股票和债券中具有（短期）统计分形结构等等被作为显露的因素，这 
一问题引起广泛的重视. 

从理解怎样的金融指数演变模型是“正确的”、为什么“稳定”系统必须有“分 
形”结构的视角来看，有益的是要比较决定性分形结构 和统计 性分形结构.与此相联 
系，在第二章第4节中，我们给出有关非 线性动力学、混 沌等等的问题之间的一系列 
相互关系的某些表示. 

正如我们已经在上面说起，我们在本书中所遵循的在数学上无可辩驳的理论是 
“无套利理论”. 与此相联系的是，应该强调， 有效性、无套利性、分形性等概 念的每 
一 个都不能在某种程度上互相替代.它们是互相补充的，例如，许多无套利模型具有 
分形结构，而分形过程可能（关于鞅测度）是鞅（于是对应的市场是无套利的)，但也 
可能不是鞅,例如是分形布朗运动（参见第三章 §2 c ). 
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3 . 与 §2 a 中在描述水平上给出有效市场概念相类似的是，我们现在要在结尾， 
适当综述有分形结构的市场（按照 [386] 的术语是分形市场）的显著 特点： 

1) 在这样的市场上，价格每一时刻都被投资者所 修正； 这种修正取决于那种对于 
他们的投资视野来说是本质的 信息； 投资者对于所得到的信息的反应可能不是 
瞬时的，而只是在信息得到再次肯定以后才会 实现； 

2) 在短期时间视野的情形下，技术信息和技术分析起着决定性的作用，而随着时 
间视野的间隔长度的延长，基本面信息开始起着支配 作用； 

3) 价格是由于“短期”投资者与“长期”投资者的相互作用“叠加” 而成； 

4) 价格中的高速成分由“短期”投资者的作用所 决定； 低频、光滑成分反映“长期” 
投资者的活动； 

5) 当市场上不再有带各种投资视野的投资者，即损失了它的分形性时，市场也就 
开始丧失流动性和稳定性. 

4 . 如上所述,本书中基本上只考察无套利机会的（“有效”）市场模型. 

在今后要详细研究的这种模型的例子有 " Bachelier 模型”（第三章 §4 b 以及第 

八章 § la )， U Black - Merton-Scholes 模型”（第三章 §4 ：b 以及第七章 §4 c ), “ Cox - Ross - 

Rubinstein 模型” （第二章 § le 以及第五章 § ld ), 其中的基础分别是线性布朗运动、 
几何布朗运动和几何随机游走. 

由第3节中引人的“分形”市场的定性描述来看，可能有套利机会的市场是非 
常合乎情理的. 


有这种性质的模型的最简单的例子是不久前由 Rogers 所建立的 （ L . R . C . Rogers , 


Arbitrage with fractional Brownian motion . Mathematical Finance , 7 (1997), 95-105), 
它是 Bachelier 和 Black - Merton-Scholes 模型的修正，其中布朗运动被 H ^ |的分形 

布朗运动所取代. 

注.有 HI e (0, U (|， 1) 的分形布朗运动不是半鞅， [304] ,因而，对于它没有鞅 
测度； 详见第三章 §2 c . 这一状况是在这种模型以及类似的模型中有套利机会（但不 
一定 （!)） 的一个间接提示（比较第五章 §2 d 中的“第一基本定理”的断言). 


3 . 金融理论、金融工程和精算的目标和任务 


§3 a . 金融理论和金融工程的作用.金融风险 

1. 在前面各节中所引入的有关在不确定条件下运作的金融结构和金融市场的 

描述性叙述，足够清楚地体现了风险是金融理论中的中心概念之一，它也是保险理 
论中的中心概念之一. 

这个概念的含义相当丰富，其内容包括人人都相当熟悉的方方面面. 



3 . 金融理论、金融工程和精算的目标和任务 
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例如，信用 风险联 系着贷款获得者不能履行其义务时对贷款者可能造成的损失. 
运营风险 可能由于支付运作时的错误所造成， 

投资风险 联系着对投资项目的细节没有充分推敲，不妥当的决策, 经济、 政治形 

势的可能变化等等. 

金融数学和金融工程（特别是有关证券运作的部分）主要涉 及市场风险， 它是由 
市场价格、利率变化中的不确定性，市场参与者的运作和决策中的不确定性等等所 
引起的. 

金融理论 对金融数学和金融工程的兴趣的急剧增加（特别是在近 20-30 年间) 
必定有其 理由. 这里的回答或许非常简单，即这是因为金融市场发生根本性的 变化: 
其结构的变化，价格上的大变化（波动率)，出现了高度敏锐的金融工具，出现了价格 
分析中的新的技术可能等等. 

所有这一切都对金融理论摆出新要求，提出新问题，而要解决它们要用到非常 
“髙深”的数学. 

2. 对金融数学和金融工程初看起来，会强调其涉及的“博弈”方面（“投资者” 
对“市场”)；这就可能造成这样的 印象: 金融数学的基本目标在于推荐和创建金融工 
具，使得投资者有可能 “战胜市场” 或者至少是“不惨 败”. 

然而，金融理论（也包括金融数学）和金融工程的作用要广 得多； 它们被用来帮 
助投资者解决考 虑风险 的有关金融资金合理配置的 问题； 这样的问题范围广阔，其 
中的风险联系着“周围经济环境”的随机特征，并且既在价格和合约的交易量上、又 
在市场参与者的运作上招来不确定性. 

金融数学与金融工程方法的重要性和效用性在于，它们的建议和各种金融创新 
在资金配置中起着“调节器”的 作用； 而无论是经济的个别部门，还是经济的整体, 

为改善它们的功能,资金配置都是必须做的事. 

证券市场作为“大型”、“复杂”系统，其分析也要求足够复杂、相当高深的数学 
方法，数据的统计处理方法，数值计算方法以及计算机设备.因此，不使人意外的是， 
在金融文献中用到最现代的随机分析的结果 （布朗运动，随机微分方程，局部鞅，可 
表示性等等)， 数理统计的结果（自 助法 （ bootstrap )， 刀切法 ( jackknife ) 等等)，非线 

性动力学（决 定性混沌，分叉，分 形)，因而，当然，没有现 代计算机技术 的金融活动是 
难以想象的. 

3. Markowitz 理论是显示概率统计方法威力的首次卓越的尝试；其目标是不可 

避免的经济和金融风险的最小化，而方法是“证券组合”的合理组成. 

从“风险”的视角来看，无条件的基本经济假定是说 

1) “大”获利伴随大风险； 

并且这时， 

2) 风险应当是“有根据的”、“自然的”和“可计算的”. 
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联系论点 1) 可以说，“大获利是风险的补偿”，并且不禁使人再次想起著名的格 

言 “ 毫无风险就毫无收益 (Nothing ventured, nothing gained )”， 换句话说， “ 不入虎 

穴，焉得虎子与第二个论点 2) 相联系，我们记得，在 Markowitz 理论中，风险的 
“计算’’是在构成证券的有 效组合 中来实现的，其中在限制用方差来度量的“风险” 
时，确保有最大平均获利.这里我们再次注意到，确立有效组合时 的分散化观 念在金 
融数学中有牢不可破的地位，并且成为建立新的金融概念（例如 对冲） 和各种金融工 
具（期权，期货，掉期等等） 时的出 发点； 它也以如下的名句作为自己的 表达： “不要 

把鸡蛋放在一个篮子里 （ Don’t put all your eggs in one basket).” 

均值一方差分析 （ “mean-variance analysis ”） 基于“平方绩效判别准则”，以所选 

取的证券组合的盈利的方差来度量风险，并认为所研究的模型是“静态”的.在现代 
的研究最优“投资、消费、资源配置”的分析中，还考察更一般的“绩效函数”和“效 
用函数这里重要的是要注意到新的 方面： 随时间 的动态变化， “ 逐次” 、“一 步跟着 
一步”的解的概念的必 要性; 它们仅基于过去的信息，即没有任何超前信息.“静态模 
型’’预想,我们感兴趣的是时刻 N > 0 的盈利，而组合是在时刻 n = 0 所构成的，即 
是多 0- 可测的.“动态模型”则假设随时间发展,并且在任何时刻 n^N 的盈利是由 
组合来确 定的； 这种组合是根据时刻 n - 1的信息来构成的，即它是 ^ n - i 可测的， 
并且这样“一步跟着一步”. 

与上述相联系，变得明显的是， 动态模型所 对应的问题在金融数学中引 来随机 
最优 控制， 随机最优化，动态规划，统计序贯分析 等等的观念和方法. 

至于说到由各种形式的“不确定性”、各种形式的“随机性”所引起的风险，不 
能不讨论在 “保险理论 ”中，或者在某种更广的 框架： “精 算理论 ”中。所关心 的保险 

“风险”问题. - 

在下一节中，我们将简述保险作为经济损失补偿机制的形成以及精算师的产生 
和作用.有关材料在后面的叙述中不会被运用.然而，我们认为其内容既是独立的, 
也是有益的，因为它使我们对金融紧密联系的领域有一个印象.金融数学与精算数 

学无论在观念上还是在方法上开始越来越体现明显的共性. 

§3 b . 作为经济损失社会补偿机制的保险业 

1. 精算师 (actuary) 这个词起源于拉丁文在古罗马，这个词一方面是 
指在上院记录《公众纪要 (Acta Publica )》 中的法令的人，另一方面他也是处理军事 
账目和监管军事装备的军官. 

在英文中 ， actuary 这个词的含义有过各种变化.开始时，人们这样称呼办事员 
和书记官,后来又是指股份公司 (joint-stock companies) (尤其是保险公司）的秘书和 
参事.随着时间的推移， actuary 开始被认为是从 事与人寿活动概率有关的数学计算 

的精 算师； 这种计算将作为寿险、养老年金等等的合约的定价基础. 

精算师 (actuary) 的现代意义是保 险数学专家. 他们经常被称为是 社会数学家, 
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因为他们在制定战略和政策方面起关键作用的不仅是对保险公司，并且还对养老金 

和其他 基金； 政府的精算师更是要对社会保险、国家养老金和其他有关模式所提出 

的问题作出回答. 

保险 ( insurance , assurance ) 是允许对个体和机构因这样那样的不利状况所引起 

的经济损失作出补偿的社会机制. 

保险指望把经济价值中可能造成未来损失的不确定性变为确定性. 

保险可定义为某种社会工具，其中个人或机构通过自己的支付来降低或排除可 
能造成损失的风险的某些部分. 

人类很快就懂得，减少不确定性带来的损失的最有效的办法就是有一个合作机 
构，使得具体的个体的损失价值分摊给集体的所有成员.个体很快意识到，很难预料 
对他的经济状况不利的事件的时间、地点、特征.保险也就成为这样的工具,它协助 
个体减轻和“缓和”不确定性、未知性、不可靠性等等的影响. 

把保险（及其相应的数学）只归结为例如寿险和财险是不对的.保险应该在更广 
的意义下来理解，也就是说，它是对风险的保险，其中要包括例如与证券市场上的博 
弈、与投资者（不仅是国内的，还有海外的）等等相联系的各种局面.下面我们将看 

到，保险理论（在“ 保险” 这一术语的含义的通常理解下）现代状况的刻画是与风险 
理论最为紧密交织在一起的.1992年10月芝加哥商品交易所所发行的期货合约的 
再保险可以作为这方面最为明显的例子. 

在保险上,并非是所有形式的“不确定性”、所有“风险”都可用来投保.这里要 
理解下列术语和分类,它们有助于澄清保险经营的范围. 

2 . 所有“不确定性”照例都可归为两类中的 一类： 纯不确定性和投机性不确定 

性. 

投机性不确定性在财务上既可能赢，也可能输（这种不确定性，一般来说，是不 
能投保的). 

纯不确定性只与损失的可能性相联系（例如， 火灾)， 其中的大多数都可投保. 

这两种形式的不确定性经常都被替换为一 个词： 风险.（注意，在保险理论中经 
常把风险与纯不确定性同等 看待； 另一方面，著名的通俗金融杂志 “Risk (风险)”基 
本上探讨投机性不确定性 .） 

风险及其所招来的损失的起源是危险，它在保险中也归结为 两类： 物理危险和 

道德危险. 

与道德有关的危险联系着不诚实、不尽职、不小心、蓄意破坏等等.盗窃、纵火 
等等可以作为这种例子. 

物理危险例如有地震、经济周期、天气、各种自然现象、建筑结构类型等等. 
可用各种方式来与风险作“斗争”： 

1) 可通过自觉的决策和运作、理性行为来有意识地避免 风险； 
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2) 把可能的损失转嫁给别人或别的机构可降低 风险； 

3) 可通过预测力求降低风险.统计方法是预测可能损失的重要精算工具.在保险 
中，预测和资金积累对于保险公司的成功和有保证的经营起着决定性的作用. 

尽管保险是与风险作“斗争”的完全合乎逻辑的和在许多方面都是最引人注目 
的手段，但是当然，并非是所有不确定性以及与此相联系的财务损失都能由它来应 
付.为了使“风险”可投保，它必须满足一定的要求.例如，对于自愿的个人保险来 
说， 

1) 必须要有这种在过去和在将来的运作“特征”相“一致的”足够大的投保 人群； 

2) 损失的原因不应该立即波及大多数投保人（战争类型的、核辐射等等的灾难事 
件要求特殊考 虑)； 

3) 损失的原因和严重性不应该由投保人的蓄意运作来 决定； 这种原因必须是随机 

的； 

4) 所考察的危险应该造成容易识别的损失（“损失难以伪造 ”)； 

5) 危险带来的潜在损失必须足够大 （ “对于与微小的、容易弥补的损失相联系的 
危险来说，投保没有意义 ”)； 

6) 损失的概率必须足够小（投保事件必须极少发生)，使得“承保”金额在经济上 
是可接 受的； 

7) 必须有可获得的现实数据的统计来作为损失概率计算的基础（“统计估价的代表 
性和可能性 

这些和其他类似的要求形成一定的起码条件， 它们 对于实 施保险 和处理相应的 
保险模 式是必 要的； 保险模式的多种多样说明了各种不同的因素，例如， 

⑷保险的类别， 

( b ) 保险的形式， 

( c ) 保险的支付方式， 

( d ) 是或可能是风险和损失的原因的危险类型. 


保险种类 （ a ) 有寿险、健康险、财险， 

保险形式 （ b ) 有自愿（或商业）保险和义务（或社会）保险.两种保险形式基于 
类似的原则，但其机理和机构是不同的. 

(保费和利益的）支付方式 ㈦ 由具体条件来决定，随保单的不同而不同. 

危险的类型 （ d ) 就是上面已经提到的物理危险和道德危险. 

3 . 要理解保险及其目标和任务，不仅要了解保险的内部结构，并且还要了解其 
相应的历史， 

可以说，在一定意义下，保险与人类社会木身一样古老. 

已知的最古老的保单是在公元前4000—3000年的巴比伦记录的（在海运上的) 
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所谓船舶抵押合约 ( bottomry ) 和盘货抵押货款合约 ( respondencia ). 

Bottomry (bottom 指海底）按其本意是抵押,它对于船主来说，有一种贷款形式 
(例如，要求把货物运到确定的地点)，作为抵押的不仅是船或者其他“可感知”的价 
值，并且还有自己的生命（意味着变为奴隶）和家庭成员的生命.（在 re — ndeni 的 
情形下,抵押品是货物 .） 

巴比伦人还创建了一种保险合约体系，其中货物供应商在有风险的运输情形下, 
如果运船遭抢劫、遭绑架勒索等等，就同意豁免原有的贷款. 

这种实务在汉 谟拉比 （ Hammurabe) 王朝是被法律化的（巴比伦的“汉谟拉比法 
典”）①；当时的古巴比伦王国刚兴起（公元前二世纪)，并且巴比伦是繁荣的贸易中 
心，贸易商队都要由此通过. 

如所周知，这种合约的实务随后通过腓尼基人传到了希腊、罗马和印度.它们被 
用在罗马文明的早期法典、拜占庭帝国的法 律中; 在现代的有关保险的法律中，它们 
也有所反映. 

寿险的起源可追溯到公元前 600 年到穸马帝国末（罗马帝国灭亡被认为是公元 
476 年）的希腊的伽舰^和 emnoi® 或罗马的幵始时， collegia (同业公会) 
是作为宗教团体产生的，但它们全部逐渐变成更为实用的团体,例如专营葬礼服务的 
团体.通过这种葬礼服务团体，罗马人为葬礼 付费； 而这种团体中也有寿险的萌芽. 

“按保费支付”的保险实务看来出现在 1250 年左右的意大利城市共和时代（罗 

马、威尼斯、比萨、佛罗伦萨、热那亚).而第一份确切写明的保单是 1347 年在热那 
亚签订的.同样是在那里 1430 年签订了第一份“真正的”人寿保单，它是有关怀孕 
妇女和奴隶的. 

“养老年金 ( annuity )" 合约早在公元前1世纪的罗马人那里已为人们熟知（这 

是由保险公司支付某个金额的合约，而替代定期获得付款的是在某个预定的时间区 
间或在临终时付款.在一定的意义下，这种合约与寿险保单相反，其中保险支付是在 
正常的情况下发放的，而成批获得某个金额 .） 

有意思的是，罗马的法律 （ “Palcidian law” ） 是以期望寿命表为基础的，这个表用 
来计算养老年金等等.在 225 年， Ulpian 编写了更精确的表，它在托斯卡纳一直用到 
18 世纪. 

300年以前，1693年， E . 哈雷 (Edmund Halley , 1642~1742,他的名字与一颗著 

名的彗星相联系）完善了 Ulpian 的精算表，他认为给定人群的死亡率在给定的时间 
间隔中是确定的.1756年， Joseph Podson 改进了哈雷表,使得有可能构成“逐年的 

① 汉谟运比(公元前 1792—1750) 是古巴比伦王国第六代国王.“汉谟拉比法典”现在陈列在巴 

黎的卢浮宫博物馆. 译者注 

② thia^oi 和 eranoi 都是古希腊的族群. thia^oi 膜拜一位特殊 的神； eranoi 是一个地方上的异教 

徒 族群. ――译者注 

③ collegia 是 collegium 的复数. collegium 是 一 种根据法律组织起来的带有商业、社会或宗教特 

征的社团. ——译者注 
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保费等级”. 

随着中世纪的欧洲的城市和贸易的发展，同业公会把它们的业务扩充到庇护它 
们的会员处理火灾、船难、海盗 攻击； 在会员举行葬礼、伤病等等时帮助他们.随后， 
16 世纪在热那亚出现的海难保险合约实际上很快就传遍欧洲的所有海洋强国. 

海难保险的 当代历史在很大程度上就是“劳合社 （ Lloyd ’ s ) 的历 史”； 劳合社是 

一 家保险和保险经纪商公司， 1689 年在 E. 劳埃德 (Edward Lloyd) 咖啡店的基础上 

创建的,其中商人、船主、海难承保人会集在一起签订海运的契约. 1774 年这家公司 
被科罗列夫斯基法令正式核准，而到了 1871 年更是被议会法案确认为法人组织.为 
了海难保险而成立的劳合社在今天几乎对于所有风险形式都进行运作. 

1974 年，劳合社出版刊登船舶活动（后来也有飞机活动）的日 彳艮， 也刊登有关失 
事、自然灾害、船难等等的信息. 

劳合社也出版周刊，刊登在英国和大陆港口装卸的船舶名册以及船舶的装货结 
束日期.它也刊登有关保险市场形势的一般信息. 

1760 年劳合社组成了对所有 100 顿以上的海运船只进行检视和分类的协会.劳 
合社的检视员根据船体、发动机、安全设施等等对船只进行定期考察和分类.协会 
也提供技术咨询. 

年刊“英国内外船舶劳合社注册 （ Lloyd’s Register of British and Foreign Ship ¬ 
ping ) 51 为保险公司提供对于签订海难保单来说必要的信息，即使所涉及的船只远在 

上千海里以外. 

1666 年的伦敦大火促使发展火险.（第一火灾保险公司成立于 1667 年 •） 1854 年 
英国开始对蒸汽机车事故 保险； 1880 年起产生雇主责任保险， 1895 年起产生运输责 
任保险， 1889 年起产生车船碰撞损失保险. 

在美国，纽约于 1787 年成立火灾保险公司，而费城于 1794 年成立.几乎从成立 
起，这些公司就开始研究防火和灭火问题.美国的第一家寿险公司成立于 1759 年. 

1835 年纽约大火引起了对必须留有后备来应对意外的巨大（“灾难”）损失的关 
注. 1871 年芝加哥大火表明，在现代的“稠密”城市中，火险价值的量级是极为巨大 
的.（应付多家保险公司损失的） 再保险 就应运而生， 以 作为在 灾难规 模火灾情形下 
的保险 方法； 目前它已经成为各种保险形式的常规. 

至于美国历史上“第一家”别的现代保险形式，我们岢注 意到： 伤残保险 (1864 
年)，伤残责任保险 （ 1880 年)， 盗窃保险 （ 1885 年） 等等. 

俄国的第一家火灾保险股份公司 1827 年成立于西伯利亚.第一家寿险和收人 
险的保险公司（“俄罗斯资本和收入保险协会”）成立于 1835 年•① 

在20世纪我们看到保险业蓬勃发展，它联系着内陆运输和内海 （“inland ma - 
rine ») 运输，以应付包括旅客行李、快信、邮包、运输手段、运输货物，甚至桥梁、隧 


①中国的保险业出现在清末.1911年华商保险公司已经有45家.新中国成立以后，1與9年10 
月20日创立了中国人民保险公司. ——译者注 
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道等等在内的大宗货物运输的风险. 

保险业现在实际上可能与任何想得到的“可保险的”风险相联系，劳合社型的保 
险公司可为芭蕾舞演员的脚、钢琴师的手指、露天招待会因阴雨天带来的损失等等 
保险. 

从19世纪末开始，出现政府涉足保险领域的倾向,特别是有关劳动者的病伤（临 

时的和永久的)、养老或失业保险.这种所谓社会保险领域的前驱看来是德国 (1883 
1889年的法律). 

20世纪中叶，保险业引人注目地出现保险公司兼并的倾向.例如，在美国，1955- 
1965期间，这样的兼并发生在涉及寿险和财险的保险公司之间.新出现的“兼并 ，，公 
司形式（控股公司）持有其他公司的资产，其分支不仅有保险公司，并且也有银行系 
统、计算机行业等等.这样的公司的优势在于它们所具有的经营多样性、分散性.对 
于保险公司来说，如果它是控股公司的一部分，其税负就会减轻.控股公司可能有其 
他国家的资产参股，而这对于保险公司来说有时是不可能的.这就使得保险公司增 
大了 “杠杆力 ( leverage )", 因为他们有可能以较少的投资来经营较多的资源. 

4.® 保险精算师行业最初基本上只与寿险相联系，但现在他们的活动已经扩展 
到其他相邻领域.为了对在各公司、厂商、政府机构等等从业的精算师的数目有一个 

定量的印象，我们根据1848年成立的伦敦的精算学会 （ institute ) 和1856年成立的 
爱丁堡的精算公会 ( faculty ) 的报告，引入英国（在1988年）的数据. 


保险类别 

学会 

公会 

总共 

% 

1. 寿险公司 

853 

252 

1105 

60.2 

2. 财险公司 

30 

2 

32 

1.7 

3. 咨询公司 

403 

65 

468 

25.5 

4. 投资公司 

60 

19 

79 

4.3 

5. 政府机构 

21 

3 

24 

1.3 

6. 行业公司 

65 

1 

1 

66 

3.6 

7. 其他 

54 

1 

1 

8 

62 

3.4 

总共 

1486 

350 

1836 

100.0 


在世界各国都建立了精算协会.还有国际精算学会 ( IAA , International Actuarial 
Association ) ,定期举办国际精算大会（第一届大会1895年在布鲁塞尔举行). 

在美国有多个精算师行业组织.首先是北美精算学会 (Society of Actuaries ), 它 
是在1949年两个精算组织合并而成立的.精算行业本身在1989年已经庆祝过它的 
百年纪念. 

这个学会有1万1千多 会员； 它是在美国和加拿大的精算师的基本国际专业组 
织，其中主要涉及寿险和健康保险、养老事务、补助金等. 


© 这一点的内容在英文版中完全没有. 


译者注 
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学会的活动方向之一是举办考试和发放 准会员和正式成员的 证书. 

第二个基本协会是非 寿险精算学会 (Casualty Actuarial Society ), 它是联合精算 
师与从事 财险、突祸 （ casualty )、 赔彳尝和责任 等问题研究的专家的协会. 

这两个学会共同进行学生培训和举办考试. 

其他的精算组 织是： 美国精算学院和美国养老精算协会. 还应该提起卡 内基精 
算研究所， 它与上述协会有紧密的相互联系. 

美国精算学院的基本任务之一是为政府准备保险方面的信息. 

根据1994年的数据，在北美有精算师资格称号的将近1万 S 千人. 

北美精算学会 的主要管理机构是学会的理事会，它由30位当选成员所组 成：主 

席，当选主席 ( president - elect ), 6名副主席，秘书，司库，两名前主席 （ past - president ) 

和18名理事. 

副主席负责学会的各项活动，诸如考试、科学研究、与社会各界联系、“晋升支 
持”、出版等等.学会活动中的多数角色是由志愿者来担任的.将近500名学会会员 
参与教育和考试项目. 

有两种学会 会员： 准会员和正式会员 要成为会员，必须坚持通过一定数量的 
考试; 这种考试每年举行两次 .® 

要成为准会员，必须参加培训（面授或函授）和通过考试.通常这要花费 3-4 年. 
要通过成为正式会员的考试将花费 5-7 年.照例有一半左右的会员是正式会员. 

在美国的北美精算学会有各种各样的科研资助.它有自己的专业刊物,并参与筹 
备学术会议、讨论班和专业讨论会.学会发表报告书、研究、书籍、表格和教学资料. 

学会每年（在年终）举行会员大会和三次春季会议.在培训项目的框架下，学会 
派遣会员去概述当前的精算文献和考试资料，发布有关精算师就业机会的信息.学 
会发布通过准会员和正式会员的资格考试的名册，颁布大部分有关精算行业、考试、 
教科书和教育科研项目的 指南； 每年四次印发学会的四次“大会”的通报.公报《精 

算师 (The Actuary )》 包含学会活动的各种专业问题的当前信息，印发编者的话，使 

得有可能快速交换见解.公报每年出版 K ) 期. 

关于精算学会的考试和会员资格问题的决策是如下进行的. 

每一次过去的精算培训都允许会员参与.经过所谓“大纲100” 考试以后，学会 
理事会就来考察准会员的资格申请.考试及格就可成为这种准会员.按照“大纲 

100”，需要进行7门必修课考试和6门选修课考试.这时必修课需要获得155学分 
(“ credits ”)， 而选修课考试需要45学分.（考试的学分数根据课的复杂性和重要性而 

①更确切地说，对于北美精算学会 来说， 有“准精算师 （ ASA )” 和“精算师 （ FSA )” 两种资格考 

试.而在英国精算学会，则有三种会员：学会会员 (student member )、 准会员 ( associate ) 和正式会 

员 ( fellow ). -译者注 

® 在中国也有北美精算学会的考试中心.第一个这样的考试中心1987年成立于南开大学. 

译者注 
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定; 评定等级为：10, 15, 30 7 40学分. 此外， 每门课的考试按十分制来打分 . 6分到10 

分就认为及格，而0到5分则不及格 .） 汇集的总分就代表通过的考试的水平. 

正式成员的考试由“大纲 100-500” 的考试来组成，其中分为三个 系列： “100”、 
“200” 和 “300-500”，既包括必修课考试，也包括选修课考试和讨论班.这些考试的核 
心在于 “200” 系列，保险实务 以及投 资和金 融的考试就在其中. 

5 . 当前，要把保险实务和保险理论与涉及证券市场的投资和金融的实务与理论 
割裂开来是不可能的. 

可以肯定地认为，衍生金融工具（期货 （ futures )、 期权 （ options )、 掉期 （ swaps )、 
权证 （ warrants )、 跨骑 （ straddles )、 价差 (spreads) 等等）全都在全球金融体系中起 

着越来越大的作用.毫无疑问，金融定价方法正在越来越渗透到精算科学中.在与这 
样那样的不同风险形式相联结的精算问题与金融问题的这种联系中，确凿可靠的研 
究不应是孤立的，相反，应该同时一揽子来考虑.下列由著名的瑞士精算科学专家 H . 
Biihlmarm 提出的保险数学发展时期的分类也证实了这一点. 

第一时期 （“第一种保险”）要追溯到 E . 哈雷; 正如上面所注意到的，他在1693 
年提出了寿险表，并认为在给定的人群和给定的时间区间内，死亡人数是固定的. 

第二时期 （“第二种保险”）则与既在寿险中、又在其他险种中运用概率论思想和 
概率统计方法相联系. 

第三时期 （“第三种保险”）的特征在于主动运用金融工具和金融工程,来降低保 
险风险. 

第二时期的保险中的数学基于大数定律、中心极限定理和泊松型的随机过程理 
论.第三种保险中的理论在其方法上更为 精巧： 它要求随机分析、随机微分方程、鞅 
及其派生的 概念; 也要求新的统计方法®当然，还有现代计算技术和现代程序设计. 

关于综合考察纯 精算问 题和证券市场的纯金 融问题 的必要性和效用性的上述思 

想的一个精彩的说明，是在联系 灾难事 件的再保险的精算定价中应用金融“期权”方 
法的有效性 ([87]). 

在国际市场上，所谓 灾难事 件是指“投保财产的损失超过5百万美元，并且涉 
及相当数量的投保者和承保者”（引自“财产权益服务 (Property Claims Service )”， 
1993). 这吋，在一系列灾难情形下的现实损失使得没有一家保险公司（不管是否愿 

意）有能力承保这样的情形，这也就说明了这样 事实： 这种事件的保险不仅涉及合 
作，并且涉及国际合作. 

下面是若干灾难事件所引起的损失的例子. 

1970年起到1993年中期，平均每年都要发生34起灾难事件，造成平均每年损 
失250亿美元 （2.5 x 10 9 ).在大多数情形下, 一 次灾难事件造成的损失少于 2.5 亿美 

①英文版上在这里还加上：“诸如助法 ( bootstrap ) , 再取样、仿真、神经网络等等，一一译者 

注 
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元-然而，例如，1992年8月的 “ Andrew ” 飓风造成的损失估计为137亿美元，而保 
险公司只能支付30亿美元左右. 

1989年的 Hugo 飓风带来的损失为42亿美元，而发生在1992年第二季度的 
Iniki 飓风带来的损失估计为从1949年起的飓风损失的第四名. 

考虑到来自飓风、暴雨、地震、洪水等灾难后果的庞大的保险支付,芝加哥期货 

交易所 （ CBOT，Chicago Board of Trade ) 在 1992 年 10 月推出灾难事件保单的期 

货作为再保险的替代物.这种合约容易匿名出售（流通)，运营成本很低，并且具备清 
算所来进行所有核算，而对清算所所要求的可信赖度在类似的实务中还是很重要的. 
这里，这种期货合约的市场价格的定价实质上归结为 “算术亚式买入期权 （参见 §lc 
中的定义）的合理价格的定价.这方面的详情参见 [87 j . 


§3 c . 精算定价的经典例子. Lundberg - Cramer 定理 

1. 无巧不成书，几乎在同时，当 L . Bachelier 在自己的博士论文《投机理论 
(Theorie de la speculation )》(1900 年）中引人布朗运动来描述股票价格，并由此为随 
机金融数学 打下基础时， WO 3 年 Ph _ Lundberg 在乌普萨拉（瑞典）发表了博士论 

文 “Approximerad framsrollning av sannolikhetsfunctionen . Atersforsakring av kollek - 

tivrisker ", 系统运用泊松过程而奠定了（第二种）风险 的精算 理论的概率论 基础； 泊 
松过程和布朗运动一起也都成为随机过程一般理论的基本内容. 

1犯9年，在一系列瑞典保险公司的促进下，斯德哥尔摩大学设立保险（精算）数 
学的教授席位.这一席位属于 H . Cramer , 并且从此 “斯德哥尔摩学派” 开始活动;他 
们以其既在精算数学、又在概率统计和随机过程理论上的研究成果而著称. 

我们来看看精算计算理论的经典结果： u Lundberg-Cramer 风险理论基本定理” 

是怎样陈述的. 

定义风险过程（参见图 10) 例如为下列形式的保险 业务： 


其中 


Rt = u 





S 10风险过程 Rt 
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U 是初始资本， 

C 是保费的征收率， 

(^)是独立同分布随机变量序列，其分布函数 

F ( x ) = P{Ci < x }, // = E^i ( F (0) = 0, // < oo ), 

N = ( N t ) t >0 是泊松过程， 

N t 二 

k 

这里 T U T 2 ，… 是所要求的保险权益的付费时刻，并且 ( T k + l ~ T k ) k ^ 是有参数为 A 
的指数分布的独立随机 变量： 

P { D+i — 几 ^ ~ e— 气 

很明显， 

—- lx ~ (c u ~ f ~ p 乂 (Jjtf 

其中系数 P = c /( A / i ) - 1 假定为正的（“纯盈利的正条件， ’). 

与这一模型相联系的第一批自然的问题之一是计算一般的破产概率， P(r < oo )， 
或者时刻 t 以前的破产概率 P(r <仏其中 

r = inf {^: R t ^ 0}. 

Lundberg - Cramer 断言下列定理成立： 

定理假设存在常数丑>0满足条件 

f e Rx (l — F ( x))dx — y * 

Jo \ 

那么 

P(r < oo) ^ e' R ' 

其中 w 是初始资本. 

在 Lundberg - Cramer 模型中所作的假定自然可以减弱，但模型本身将复杂化. 
例如，可认为风险过程 

N t 

R t + {ct + aBt ) - ^2 &， 

其中（战）是布朗运动，而（ ㈧ ）是 Cox 过程（即有随机强度的 “ 计数过 程”； 参见例 
如 [250]). 

对于这一结论，我们再简要地来叙述刻画支付量的分布函数 F = F ( x ) 的问题. 
相当合理的是认为联系支付的条件通常取下列 H 种类型之一： 
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• 正常， 

• 极端， 

• 灾 ■难. 

为描述正常事件，利用有急降“尾部”的分布（例如，满足条件1 - F { x ) ^ e -, 

x — ^ 00 的指数分布). 

为描述“极端”事件,利用带“厚尾”的分布 F 二 F { x ), 例如，1 - F ( x ) 〜 x ~ a , 

x ^ oo 7 a > 0 ( Pareto 型分布）或者 

1 — F ( x ) = exp | , x > fx , 

(Weibull 分布)，其中 p € (0,1). 

我们注意到， Lundberg - Cramer 定理是有关正常型的，并且不能用于大量支付情 
形.（那时甚至不能定义 “ Lundberg 系数”兄 Lundberg - Cramer 定理的证明例如参 

见 [439; 英文版 1.) 
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1. 必要的概率论概念和若干市场价格动态模型 


§ la . 价格性态的不确定性和不规则性，它们的概率论描述和表示 

1. 假定度量时间的单位是一天 （n ：=： 0,1，2,…），而 


比如是股票、两种货币的汇率或某种金融指数的市场价格（在时间上，其“寿命”没 
有任何限制，不像对于债券的价格那样) • & (n > 0) 的值的经验分析指出，它们的变 
化是非常不规则的，其波动或许可采用 M . Kendall 的话来这样说（参见第一章 §2 a ): 

“… the Demon of Chance drew a random number - - - and added it to the current price 

to determine the next … price (- -- 机遇之魔掷出 一 '个随机数…把它加到当前价格 

上以决定下一个…价格 )”. 

L . Bachelier 无疑是第一个开始 用概率 论的概念和方法来描述价格 （&)^ o 的; 
由此他建立了模型，用来研究以既有统计不确定性、又同时具有统计频率稳定性为 

特征的经验现象. 

遵循概率论的途径，并根据当今通用的沿叩 or ⑽ 概率论公理体系， 我们将假 
定，所有讨论都在下述的某 个概率空间中 进行： 

叽多， P )， 


其中 

n 是基 本事件 o ； 的空间（在所考察的框架中是市场状 态)； 

多是 n 的子集的 a - 代数（市场上可观察的事件全 体)； 

P 是概率，即多上的概率测度. 

正如在第一章 § la 所注意到的， 时间和动态变 化是金融理论不可分割的组成部 
分； 与此相联系的是一个适当的作为出发点的概率空间 （ A 多， P )， 并配备假设给定 
的 a - 代数流 F = (^ n ) n^o 满足 

^0 ^ C • • ■ C C • • * C ^ . 

引入这个包含在多内的不减的称为渗透的 a - 子代数流的含义在于下列解释： 

是在时刻 n 以前（包括 n ) 可观察的事件全体. 

可以换句话说，多 U 是在时刻 n 以前有关市场状态的可接受的“信息”观察.（在 
“ 有效” 市场概念的框架下，这可能是例如三种〜代数％，巧，巧之一;参见第一 
章中的 §2 a .) 
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这样，我们将认为，我们的基本概率模型是 渗透概率空间 


( Q ， J ^， d ) n > 0 ， P )， 


它也就是所谓随 机基底 


在许多情形下， 扩充随 机基底的概念是很有益的，这时,假设给定整个概率测度 


族少=来取代单个概率测度 P . (这样做经常是由于很难规定某个具体的测度 
P.) 运用统计决策理论的术语,对象组叽多，(义)@。，少）可称为渗透随机（统计) 


试验. 


2 . 如果把 A 解释为在时刻 n 可接受的信息，那么自然认为 

&为多 n - 可测， 


即，形象地说,这是认为价格的值依赖时刻 
件_ 



以前（包括 n ) 在市场上可观察到的事 


由&作为时刻 n 的“价格”（例如，股价）的含义出发，我们将 假定^ > 0, 



^ 0 . 


现在我们引人两种流传最广的价格5 


的表示方法. 


第一种方法（ I )类似于“复利 (compound return )” 公式，参见第一章 § lb ; 它由 


下列表示式 出发: 


S n 


S 0 e H ^ 


其中 


+ 


■ » ■ 


+ h n , ho 


0, n > 0,并且随机 变量、 


⑴ 

为多 n _ 可测. 


这样一来，这里 


H n 


In 


Sn 

石， 


( 2 ) 


而“回报”、“效益”、“对数收益” ( return ) 


"n 


In 


S n 


Sr , 


In 



A 5 n 

Sn—1 


⑶ 




S n 


S n - 


令 


hn 


AS n 

Sn - 1 


H n 


E ^ 


⑷ 




于是公式 （ l ) 可重记为下列形式 


s n 


So n g+i )， 


(5) 




或者其等价形式 




5o n (l + AH k ) 


S 0 e 


H n 


n ( i 十 △ 瓦) 


- AH k 


⑹ 
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表 示式⑹ 就是第二种方法 （ II )， 它把价格表示为类似于“单利 (simple return)” 

公式. 

我们以 <^( H ) n 表示 （ 6) 的右端的表达式： 

^(H) n =e^ J ]； (1 +A# fc )e" A ^. (7) 


用这个表达式确定的随机序列 

^{H) = (^(H) n ) n ^ - 1 , 


称为由量5 = ( H n ) n ^ H 0 = 1所生成的随机指数,或者加/仏似指数. 

这样一来，可以说,价格的第一种表示方法 （1 : “复利”）运用了通常 指数: 


S n 




第二种方法 （IL “单利”）则是对于自身的描述运用了随机 指数: 

S n = S 0 ^( H ) Tt . 

这时，由⑵-⑷得到， 

瓦= E (， fc _ 工)， 

l^fc^n 

其等价表示式为 

H n = H n -h Y , ( e 織 _△ 丑 fc _ l ). 

显然，由 （3) 和（4)，也有 

H n : ln(l + A # fc ), 

这里 L = AH n > -1, 因为假定5^ > 0. 

有益的是要注意到，随机指数满足随机差分方程 

^( H) n - 


⑻ 


⑼ 


( 10 ) 



它直接由⑺得到. 

注 1 . 表示式⑴和⑻是在离散情形下给出的, n 二0, 1 ,…. 在价格 S 二（&)。 0 
对连续时间 i > 0演变的情形下，通常假定过程丑= ( H t ) t ^ 0 和互= ( H t ) t>0 是半 

鞅（参见第三章第5 节). 于是由加公式（第三章 §5 c ; 也参见 [250; 第一章 §4 e ]) 得 

到 

= S { H) U 
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其中 

l(H c )t^r V (e △ 札 — 1 — AH S ) (12) 

0<s^t 

以及 S { H ) = 是随机指数： 

S{H) t = (1 + △ 总 s )e - △ 瓦， （ 13) 

0<3^.t 

它满足（比较 (11)) 线性随机微 分方程 

d^{H) t = ^{H) t ^dH t . (14) 

(在公式 （12) 和 （13) 中，以〈丑 c 〉 和 ( H c ) 表示构成半鞅 H 和#的连续鞅成分的平 
方 特征； 参见第三章中的第5节.关于 H 是布朗运动情形下的随机微分方程，参见 

第三章 §3 e .) 

这样 一来， 对于连续时间情形下的 （1) 和 （8) 的类似相应地是表达式 

S t = S 0 e Hi (15) 


和 

S t = S ^{ H) U (16) 

其中过程 H = ( H t ) t > 0 通过公式（ I 2 ) 与 H = { H t ) t ^ 相联系 •在 （ I 2 )中出现的级数 
绝对收敛，因为在每个区间[0』中，半鞅以概率1只有有限个“大”跳跃 (| Ai / s | > i ), 
并且 E < oo •(参见第三章 §5 b 的注 3.) 

Kt 

注 2.由 （3) 和⑷得到， 

h n = ln(l 十 / i n ) (17) 

和 

h n ^ e hn - 1. (18) 

显然，对的小值有 

h n ^ h nj (19) 


并且 

h n — h n — … . (20) 

3. 余下的问题是描述序列 5" = ( S n ) n ^ o 和 if = ( if n ) n ^ 0 的概率分布. 

从经典概率论和发展非常成熟的“正态分布统计”视角来看，极有吸引力的是 
考虑序列= ( H n ) n ^ 0 是高斯（正态分布） 随机变量的情形.如果 


H n — h\ + - - ~ + h ni 


n > 1， 


( 21 ) 
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那么这种序列的性质完全可由序列 /I = ( K )^! 的二维分布来确定，这种二维分布 


由均值 


jJ^n = 71 > 1 ， 


和协方差 


Cov(/i n ^/im) — h m — E/i n E/i w , ^ 1, 


来刻画. 

正态性假定本质上改善了许多依赖于分布性质的问题的解.例如， 正态相关定 
理（参见例如， [303; 第13章])以显式给出条件数学期望 K = E (/ i n +1 |/ n , …， ZO 的 
公式，它是 K +1 关于 h u …， h n 在均方意义下的 最优估计量： 


^ n+l 


Mn +1 




Mi )， 


( 22 ) 


其中系数叫根据协方差矩阵来计算（参见[加 3 ;第 I 3 章]，也参见 [439; 第二章， §13]). 

公式 （22) 当 h u …， h n 相互独立时特别简单.在这一情形下， 


ai 


Coy(h n+ i 7 hj) 

Dhi 


并且估计量 


"71+1 


E / in +1 



L cov ( t +1 ， M (〜- 咏) 


Dh , 


估计误差 


A 


71+1 


E (/ ln+l 


九 n +1) 


2 


由下列公式 确定: 


A 


71+1 


^ Cov 2 ^^!,^) 

Dh n+1 - ^ d ^： 


% 


我们察觉，如果 




(① 一 M) 




\ Z 27 TCT 2 


是带参数 (/ i , CT 2 ) 的正态分布密度，那么（参见图 11) 



^+(J 


<^( tl ^)(x)dx = 0.6827• 


fi—a 


同样还有 



fi + 1 . 65 a 


< P ( t t , tT 2 )( x)dx ^ 0.90 


/i 一 l ， 65<j 


由高斯性， 


^71 + 1 


九 n + 


1 


^ (0, A n 十 1 )， 


(23) 


(24) 


( 25 ) 
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图11标准正态分布密度的图像.阴影部分的面积近似等于 0.6827 


再根据 (25), 

P{| 九 71+1 — ^n+i| ^ 1.65 \/ A n+ i} ^ 0.90. 

因此，可以断定，以接近于 0.90 的概率，量 h n+1 的可期望值属于置信区间 


["n 十 1 


1.65^/ A n + i , h n+ i 



1.65 v ^ T ]. 


由此导出，在90%的情形下，市场价格随机变量 5 n+1 (根据观察值心，…，心）的预 
测值 5 n +1 落在下列区 间中： 


[5 , n e /ln+1 ~ 1 * 65 


\J △n+l _ g g"n+l + 1 ■ 6 5_)-1 j 


4. 然而，对于量 (n > 1) 的看来很诱人的“正态性假设”需要谨慎对待.问 
题在于，许多金融数据的经验分析指出（参见以后的第四章)， 

( a ) 没有落在“置信”区间 - ka n J n + ka n } ，的样本值的个数显著多于正 

态性假设下应该有的个数，其中= 1,2,3; 是样本均值 ，心 是样本标 

^ i=l 

准差： 



直观上，这意味着,经验密度的“尾部”下降得比高斯分布慢（“厚尾 

( b ) ^肖度 ( excess ) 或峰度系数 ( kurtosis ) 



明显是正的（对于正态分布来说,峰度系数为零)，这里说 2 和说4是经验二阶矩和四 
阶矩; 这意味着分布密度在中心值附近有“尖 峰”： 

或许，关于量& =(心）的分布结构的最强的假定，除了高斯性以外，是下列假 
定： 

这些随机变量独立同分布. 


在这些条件下，价格& = S Q e H - ( H n 二 心+…+ h n ) 的分析就容易引进基于这些 
假定的通常的概率论方法.但是，这样一来，当然很明显,值 A =(心）的独立性立即 
违背要求（和相信）“过去的数据”可用来预测“未来的值”. 
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图12按照模型 iMKCi /(16) (参见 §3 b ) 计算的量 ( h n ) n ^ 300 的一维分布的经验密度.连续曲线是 

对应的正态分布 i ( m ， cr 2 ) 的密度，其中 m = Ti 300 , a 2 = 啼。 


其实，在这一关系中，局面还是较为乐观的.正如已经注意到，这是因为金融时 
间系列的多项研究指出，在值 （‘） 之间具有 非高斯性和依赖性， 尽管它们可能不相 
关,并且依赖性很弱.更明确地说，可断言，在所具有的依赖性中，所考察的经验相关 
性可能不是对于量心本身来说的，而是对于|、|或圮来说的.（在以后引进的随机 
波动率模型中，局面是这样的： Cov ( H ) = 0对于 n 丰 m 成立，但是 do \/( K ) 
和 Cov (|/ i n |, |/ i m |) 显著偏离零;参见 §3 c .) 


§ lb . Doob 分解.典则表示 

1. 我们将假定，在模型 

S n — Soe Hn , H n ~ /ii + • ■ ■ + h n (1) 


中，随机变量、 （ n 彡 1) 具有有限绝对一阶矩， E \ h n \ < oo , n ^ l . 

以后要讨论的 Doob 分解假定序列 H 二 ( H n ) 的研究依赖于渗透的性质, 

即依赖于“观察”接受的“信息”流多 n 的性质（在我们感兴趣的证券市场框 架下; 
為={0，叫). 

由于 < oo , n ^ l , 故 条件数学期望 E ( h n \ U 可确定，它意味着 


H n 


E(〜 | ^k-i) + - E(/ifc I 


( 2 ) 


k^n 


k^n 
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换句话说,如果 

^ E(/lfc I 1)， （3) 

k^n 

M n = ^2[h k -E(h k \^ 1 )l ⑷ 

fc^n 

那么对于有丑 0 = 0 的丑 = ( H n ) n ^ 下列 Boob 分解 成立： 

H n — A n - f - M n , n > 0， (5) 

这里 

a ) 有乂 0 = 0 的序列欠 = ( A ^ o 在下列意义下 可料： 对于每个 n 彡1, 

A n 为 A - i - 可测； 


b ) 有 M 。 = 0的序列 M = ( M n ) n >0 是鞅，即对于每个 n > 1满足下列 性质： 

E(M n I ^n-l) — ^n~l (P-a.s.), 

这里量 M n 为多 n - 可测，且 E | M n | < oo 对于每个 n > 1 成立. 

注.假定，除了渗透（多 n ) 以外，还给定子渗透（％),其中％ G 多 n 以及％ C 
^ n + l . 对于 F = ( H n ) 可写出关于流（％)的类似 分解： 

n n 

E (^i 贫 fc - i )+ J 2( hk ~ E (^i 洗 -1)). 

k—l k~l 

序列 A = ( A n ) 有元素 

n 

i 二 l 

它将是（穿 n )_ 可料的（即为-可测)，但 M = ( M Tl ), 

n 

M n = ^2(h k -E(h k \^ 1 )) 1 

k=l 

一般来说，将不再是关于流（％)的鞅，因为心关于多^可测，而不是关于爲可测. 

重要的是要注意到，如果除了 （5) 以外，我们还有另外的分解 

Hn^ A f n + M 二， 


其中序列义= ( AH ) (关于流 （ D ) 可料，％ = 0,而= ( MH ) 是鞅,那么 

对于所有 n >0, ^ A f n = A n , M ^ = M n . 
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尤 +1 — — ( 人 +1 — 乂 71) + (M„ + 1 — M n ) — (M“ +1 - M 二 ). 

由此对两端求条件数学期望 E (.|^ n ), 我们求得 ^ n+l ~ ^ n +1 A n 

^ n +1 

和尤 + 1 的多 n - 可测性)，但是^ - A 0 = 0 ,这就意味着 A / n ^ A n mM ^ = M n 
于所有 n 彡 0 成立.因此,有可料序列 A = ( A ) 的分解⑴是唯一的- 

还要注意到，如果在所考察的模型中 E (^|^_!) = 0 , > 1 ,那么根据（ 2 )，序 

列孖: = (H n ) 本身是鞅. 

我们引人下列 “ Doob 分解”的 例子； 它尽管很简单，却很好地说明了这种分解 
的“不平凡性”. 

例•设 Xn = +…+ € n ， 其中 （€ n ) 是满足 

p ( e n = ± i ) = i 

的独立 Bernoulli 随机变量.考察对于丑 n = |U ( n 彡 0 ,知= 0 ) 的 Doob 分解. 

这里 


hn 


AH n 


AX n 


X n 


X n 


l 


■^ n—l " t - Cn 


X n 


并且，很明显， 


AM n 


h n 


E (/ l n I 


l 


X n 
X n 




1 + Cn 
1 + Cn | 


E(|X 


n—1 


+ ^ n | I ^ n -1 


EdUCnlU-l 


( SgiiU ^， 


其中 


Sgnx 


1， 

0, 

-1， 


:c > 0, 


x 


0, 


x < 0. 


这样 一来 , 对于分解 （5) 中的鞅 M = (M n ) n>u 我们有 



n 



(SgnX fc _ 1 )AX fe . 


l ^ k^n 


同时， 


E (/ i n I U = E (| X n _i +^ n | I X n -i 


X n 




l 


在集合 { o ；: X n _i = i } (i / 0 ) 上，右端为零.如果 f = 0 ,那么右端为一 • 因此， 


n 


E E (^ I 晃 — i) = N{1 彡 彡 n: Xk-i 


0}， 
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这里 N { l ^ k ^ n : 


0 } 是 


如果以 L n ( 0 ) 
数，那么我们求得 


N {0 







0 的的个数， l ^ k ^ n . 

二 0 } 表示序列 ( X k ) 0 ^ n - l 中的零的个 


x n 


Y, (SgnX fc _!)AX fc + L n (0), 




它就是对于布朗运动模型的著名的(田中）公式的离散类似（参见第三章 §5 c ) 
由此顺便还可看到， 


EL n ( 0 ) 




E | X n |, 


由于 


\fn 


乂(0，1)，故 E | X n 


2 


7 T 


n , 而这意味着 


ELdO) 


2 


n 


n 


7 


它是有关对称 Bernoulli 随机游走的零的平均个数的著名结果（参见例如 [156]) 


2.设 M 


( M n ) n ^i 是平方可积軟 ( EM ^ < oo , n ^ 1), Mq 


0 . 那么对分解⑺ 


取队 



n 


,它就有下列形式 



n 


J2 mM 2 k \^ k - r ) 



E (厶馬 2 


E ( AM fc 2 | 鳥 4 ))， 


⑹ 


l^k^n 


l ^ k^n 


其中 AM fc 2 

令 


M 2 k 


^Li 


(M) 


E E(AMm )， 


l ^ k^n 


m 


n 


E ( AM ^ 2 


e ( am , 2 | 為 —)). 


⑺ 




联系这两个记号，分解 （ 6 ) 可记为下列 形式: 



71 


(M) 


71 



m n , 


⑻ 


其中（可料）序列 〈 M 〉 : 

我们察觉，由于 M 


(( M ) n ) n > l 称为鞅 M 的平方特征（也参见第三章 §5 b ) 
: ( M n ) 是軟，故 


E ( AM fc 2 | A _ 


E((AA4) 2 |U 


⑼ 


这一性质说明，为什么平方特征 〈 M 〉 也称为（平方可积）鞅 M 的可料平方变 


差 ■ 


这时，术语平方变差留给（一般来说不是可料的）序列丨 Mj 


([ M} n ) n>u 它的 


取值为（也参见第三章 §5 b ) 


[M] 


n 


n (△義 ) 


2 


( 10 ) 


k^n 
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3. 现在假定序列丑= ( H n ) 本身是鞅，并且也是平方可积的，8卩，设 

E(A/f fc |^ fc _ 1 ) = E(/i fc | e ^_ 1 )-0 

以及 E / i | < 00 , 1 ‘于是 


(H) n = J2^ll^k-il ( 11 ) 

k^n 


叠加为平方特征 ( H ) n 的量 E 时 | 决定鞅丑的变 化程度（波动 率)，并且在很 

大程度上也决定了它的 性质. 例如，如果以概率1有 ( H) n oo , 那么对于平方可积 

缺 U , 下列强大 数定律 成立： 当 n — oo 时， 


H n 


(H) n 


> 0 


( P - a . s .) 


( 12 ) 


(参见[ 439 ; 第 VII 章，§ 5 ].) 

在以后，量 { E { hl \^ k . x )) k ^ 的全体将在分析金融时间序列 S = ( 乂) 
( S n - S 0 e H -) 时起着本质作用.针对这一情形、并采用 金融理 论中的术语，序列 

将称为 随机波动率. （关于波动率详见第3节 .） 

如果条件数学期望 E ( h 2 k \^ k - i ) 重合于无条件数学期望（例如，是独立随 
机变量 J 予列，而 多 k—l = 7( hl ，... ， hk—l ) 是由量 / ll ， …， h n — i 所生成的 (7 -代数，那么 
波动率就是方差 cr | = （假定 E/ijt = 0) 全体 , k > 1， 它们是量 / ifc 的标 准散射 （变 

化率）度量. 

4. 在记述 Doob 分解的 （2) 或 （5) 时假定， E |^ fc | < oo , k ^ l . 这个假定在本质 
上仅仅为 了定义 条件数学期望 E ^ l ^ x ) (k ^ 1) 时才需要.这样一来，自然会有 
在更一般的仅仅是 条件数学期望 E ( h k \ h ) 可定义、且有限 ( P - a . s .) 的情形下，来 
运用分解 （2) 的 想法； 这种情形一般来说不满足条件 E \ h k \ < 00 . 

出于这一目标，我们回忆起，如果 E |^ fc | < cx ), 那么条件数学期望 
按照 Kolmogorov 的定义是这样的一个可测随机变量，它对于任何 A € ^ k-i 

满足条件 

[ E ( hk \ ^ k - i)dP — f hkdP . (13) 

J A J A 

这时，这样的随机变量的存在是由 Radon - Nikodym 定理得到的.参见例如 [439; 第 

II 章， §71. 

然而,，我们察觉，假定 El^l < 00 对于满足 （13) 的多-可测随机变量 E (^ fc | 

的存在并非是完全必要的.例如，当 h > 0 ( P - a . s ,) 时，这个量就可确定，而并不要 

求 Ehk < 00 . 

由此就产生用下列方式来定义广义条件数学期望的 想法； 这种广义条件数学期 
望仍然表示为 E ( h k \^ k ^). 
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把、表示为下列形式 

其中 

— max(/ifc, 0),= — min("fc, 0). 

我们将假定存在这样的版本 E ( ht \ 爲_0(0；)和 E (/ i fc U _0 M ， 使得对于所有 u G 

D 有 


min{E(/?+ | A— 1 )(。), E(h^ \ A —i)(u;)} < oo. (14) 

于是由定义，我们令 

E(hk I ^ fc - i )(^) = E (/ i + I A - i )(^) - E (/ i : I 鳥 — i )( u ;)， (15) 

并称 E (/ i fc |^_ i ) 为广义条件数学期望. 

如果 E |^| < oo , 那么广义条件数学期望显然重合于通常的条件数学期望. 

在 E (|/ i ^| |^_!)( o ;) < oo (uj e n ) 的情形下，性质 （14) 显然满足，而 
E (/ i fc |^ fc - i ) H 不仅有定义，并且对于所有 U e n 是有限的.在这种情形下，我 
们说,广义条件数学期望 E ( h k \ U 有定义，且有限. 

注.依照概率论的一般精神，所考察的满足这样那样的性质照例不是“对于每 
个 a ; € 成立，而是仅仅“对于几乎所有的 a ; e n ” 成立； 上面给出的广义条件数 
学期望容易改写为“对于几乎所有的 W 的文本，它只需要在性质 （14) 不成立 

的零概率集合上用任意方式再定义 E (^| ^-0(0；). 

现在转向表示式 （2). (2) 的右端明显有定义，只要 E (|/^| |見—1) < oo , k ^ I 

(对于所有 UJ en 或对于几乎所有 W e 叫.在这种情形下，我们将说， （2) 是序列 

H = ( H n ) n >1 的广义 Doob 分解 ■ 

5. 还余下（“通常的”或广义的）条件数学期望 E ( MA - i ) 没有定义的情形下 
的对应分解（或者正如以后所说的表示). 

在这种情形下，例如可以如下面那样来做. 

把量〜表示为下列形式： 

= {\ hk \ ^ a ) ~h hkl {\ hj ^\ !> a ), 


其中 a 是某个 常数; 通常假定 a -1. 
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量 h k I (\ h k \< a ) 已经有绝对一阶矩，因而， 


H^= h k I(\h k \^a) 

=^2 E(h k I(\h k \ < a) I 

+ ^ a ) ~ ^{h k I(\h k \ < a) I ^k-i)} 

l^k^n 

(16) 


这样一来， 

p 

其中 d)w 
“大”跳跃序列. 


= Y 1 h k I {\ h k \> a ), (17) 


是可料序列， ( M r ^ a ) ) n > l 是鞅，而 



h kH\hk\ 

l^k^n 




依照“随机过程一般理论”中所采取的术语（参见第三章中的第5节和 [250; 第 
I 章， §4 c ]), 表示式 （17) 将称为 i / 的典则表示. 

注意，如果除了 （16) 以外，还有 i / 的另一个表示形式 


+ + Y 1 h k I (\ h k \> a ), (18) 

其中 ( K ) 是可料序列以及 （ MJ 是鞅，那么必 定有义 = M ； = M ^ a) . 

换句话说，形为 （18) 的表示式是唯一的，且重合于 (17); 这就说明了为什么这个 
表示式称为典则表示. 


§ lc . 局部鞅，鞅变换，广义鞅 

1. 在上面引入的序列丑= ( H n ) 的基于 Doob 分解⑹及其推广的分析中，“鞅 
性”和“可料性”这两个概念起着关键作用，它们相应地表现为丑= ( H n ) 的表示中 
的秩 M = ( M n ) 和可料序列 A = ( A n ). 

这也决定了今后引进的随机分析经常称为“鞅演算”或者‘‘随机演算”；这种分 
析是在渗透概率空间中进行的，它与（通常的）概率空间的不同在于配备了特殊结构， 
即 a - 代数流 （怠) ■ 也就是说，具有“渗透”（人）这种结构，就能联系诸如停时、鞅、 
可料性、下鞅、上鞅、半鞅等等概念. 

在现代的随机演算中，最重要的大概不是鞅的概念，而是局部鞅的概念.引人注 
目的是这样的 情况： 尽管局部 M 类比鞅类更广，它还是保留了后者的许多重要性质. 
我们给出一系列定义. 
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设 ( n ,^,(^- n ), P ) ( n ^ O ) 是随机基底，即带离散时间的滲透概率空间. 

定义 1. 给定在随机基底上的随机变量序列 X = ( X n ) 称为随 机序列 是指对 
于每个 n > 0,量为多 n - 可测. 

为了强调这一 可测性 性质，随机序列记为这样的 形式 ： X 二 ( X n ^ n ), BP , 把随 
机变量其上可测的 a - 代数多 n 也包括在记号内. 


定义 2. 随机序列 


X 


(U„) n > 



是 

鞅， 

上鞅， 

下鞅， 

是指 E | X n | < oo 对每个 n ^ Q 成立，且对于所有 n 彡1,相应地有 （ P - a _ s .) 


E(H ^n-l) = X n -i, 

E(^ n I ^n-l) ^ h-1 ， 

E(X n I ^ n -l) > ^n-l* 


很明显，对于鞅来说，数学期望 EX n = Const (= EX 0 ), 对于上鞅来说，它们不 
增 ( EX n < EX n - X ) y 对于下鞅来说，它们不减 { EX n ^ EX n _ i ). 

鞅的经典例子是 u Levy ^ X - ( X n ), 其中= E (^|^ n ), 而（是多-可测随 
机变量，且 E |$ < oo . 

这个軟是一致可积的，即随机变量族 { X n } 一致 可积： 

supE (| X n | J (| J ^| > C )) — 0， C — oo . 


以后我们将以 -^ ui 表亦所有一致可积鞅的类 （ UI 来自 Uniformly Integrable ). 

所有鞅的类将表示为 

在所考察的鞅仅对于 n ^N < oo 来定义时，鞅和一致可积鞅的概念显然是重 
合的 （i = ^ ui -) 

如果有时需要强调是关于哪个测度 P 和哪个流（久）来考察“鞅性”性质，那么 

对于和 i 还运用记号 ^ Ul ( P , (多 n )) 和 j ( P , ( D ). 

①这里的“随机序列”是 stochastic sequence 的中译，它要求 X n 为多 W - 可测.这是本书作者的 

术语习惯.在其他的有关文献中（例如， [110], [266]), 对这里所说的“随机序列”常称为“适应序列 

(adapted sequence )-. 在中文中，“随机序列”常被理解为一般的随机变量所形成的序列.读者应对 

此引起注意. ——译者注 
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定义 3. 我们称满足 E \ x n \ < 00 的随机序列 x = ( x ni ^ n ) Tl >1 为鞅差，是指 

(為二{0，⑺） 

E ( x n | J^n-i) — 0 (P-a.s .)， n 彡 1. 

很明显，对于这样的序列 : T ：- ( x n ), 对应的“和”序列叉 -： d ， D ， X n - X 0 + 
a；x + • * ■+ x n 形成鞅.相反，与每个狹 X = ( X n ，D 相联系的是鞅差; r 二 ( x n , ^ n ), 

X n ^ AX n ,其中对于 n 彡 1, AX n 二 X n — X n _ x , 对于 n = 0, AX 0 = X 0 . 

s 

定义 4. 我们称随机序列 X = ( X rt ,^ n ) 为局部鞅（下鞅， 上鞅 ),是指可求得这 
样（局部化） Markov 时刻序列 ( r k ) k ^i (SP, {^ : r fc $S n} e ^ n , n > 0; 也参见以后在 
§ lf 中的定义 1)， 使得 U < T fc+1 (P-a.s.), r k ^ oo, 并且每个 “ 停止”序列 

X Tfc = ( X Tk An , ^ n ) 

是鞅（下鞅，上鞅). 

注 1. 在局部鞅的定义中，经常还要求序列 xn 对于每个 A : > 1不仅是鞅，并且 
还是一致可积鞅（参见例如， [250]). 

还要注意的是，有时还要考察“初始”随机 变量知 不可积的序列 X = ( X n , 多 n ); 
这时,停止序列 Xu 的定义略有 不同： 

n ( X ^ kAn I ( r k >0),^). 

对于局部鞅类运用记号屬。 c 或篇。 c ( p , (見 ,)). 

由定义4可得，每个鞅是局部鞅，从而， 

如果 X G 篇。。，并且随机变量族 

1] = {1:7是有限停时} 

一致可积(即 sup E {\ X t \ I {\ X t \ ^ C )} 4 0, （7 — oo )， 那么 X 是鞅 （X € M ), 并 

\ X x €S / 

且还是 Levy ^： 存在可积多-可测随机变量使得夂= E ( X 00 \^ n ). 尤其是， 

在这种情形下 ，X € ^ ui - (详情参见 [250; 第 I 章 §le] 或 [439; 第 VII 章 §4.) 

定义 5. 我们称随机序列 X = ( X n , ^ n ) n ^0 是广义敕(下鞋:,上秩)，是指 E | X 0 | < 
oo, 对于每个 n > 1广义条件数学期望 E ( X n | 有定义，且满足条件 

E(X n | ^n-l) — ^n-1 (P-a.S.) 

(相应地,满足条件 E ( X n \ ^ n _0 ^ X n _ 1? E ( X n \ ^_0 < X n _!). 
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注 2. 由广义数学期望 E ( m„o 的定义（参见§ ib ) 和“鞅”等式 
E ( X n \^ n ^) - X n _! 自动得到 E (\ X n \ IU < oo ( P - a . s .)- 换句话说，条件数 
学期望不仅有定义，并且还是有限的.这样一来，在定义5中立即可 

假定 E (| X n | | < oo ( P - a . s .), n ^ 0. 

定义 6. 我们称随机序列 z = ( x n ^ n ) n>1 为广义鞅差（下鞅差，上鞅差)，是指 
对于每个 n > 1，广义条件数学期望 E ( x n \ ^_ i ) 有定义，并且满足条件 

E(^ n | U = 0 ( P - a . s .) 

(相应地，满足条件 E ( x n | 多 n— 1 ) > 0, E ( cc n I 多 l ) < 0 ( P - a , s .)). 

注 3. 正如在上一注中那样，在广义狹差的定义中，可立即要求满足条件 

E (| x n | | ^ n - i ) < oo ( P - a . s *), n > 1. 

定义 7. 设 M = ( M n ， n ) 是随机序列， y 二 ( Yn ,^ n - l ) 为可料序列 （ F n 为 
可测， n 彡1， 而％为多。 可测). 

随机序列 

Y = ((Y - M ) n ^ n ) 

称为 M 借助于: K 的变换，这里 

( r - M ) n - F 0 * M 0 + K △蛛 

如果与此同时 M 是鞅，那么 X - r - M 称为（鞅 M 借助于（可料）序列 y 的）鞍 

变换. 

下列定理是在离散时间情形下建立了定义4, 5和7中所引人的对象之间的血 

缘关系. 

定理. 设 X = ( X n ,^ n ) n >0 是随机序列， E | X 0 | < oo . 下列条件是等 价的： 

( a ) X 是局部鞅（记为 X e ^ loc )； 

( b ) X 是广义鞅（记为 X G Gi )' 

( c ) X 是鞅变换（记为 X e U 1 )， 即 X = y . M 对于某个可料序列 F = ( F n ，多 J 
和某个鞅 Af = ( M n ， D 成立. 

证明. （ c )=>( a )， 设 X G U 1 ， 且 

n 

X n ^X 0 + J2 YkAM ^ ⑴ 


其中 y 是可料序列，而 M 是狹.如果 | Ffc | < C ， A ; 彡1，那么 X 显然是鞅. 
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在相反的情形下，假定 r , = inf{n - 1: IF^I > j }. 由于为久 - t _ 可测， 
故乃是停时，5 丁 OO , j — 00,并且“停止”序列$仍然有形式⑴，且带限制 
Y【 j 二 Y k I{k ^ Tj }. 因此 ，X e ‘。 c . 

( a ) 4 ( b ). 设 X G ^ ioc , ( r k ) 是它的局部化序列.于是 E | X ^| < oo 以及 
E(|U \^ n )^ E {\ X ^ Xi \ I 多 n ) 在集合 {TpnhA 上成立.因此， E (| X n+1 | |D 

< oo ( P - a . s .), 

在这同样的集合 > n } 上，类似地有 

E ( X n+1 I ^ n ) = E ( X ； fc +1 I ^ n ) = = X n . 


从而 ， X e G 1 

( b )^( c ). 设 x e GO # •令 

A n ( k ) = { oj : E (| X n+1 | \^ n ) e [ Ar，fc + 1)}. 

于是 

Un ^ + l)~ 3 AX n I An _ 1 ( <k ) 

fc^O 

为 A -可测可积随机变量，且 E ( u n j ^ n _ i )-0. 因此， M n ^ f ： Ui 是鞅（令 M 。= 0) 

i=l 

以及 （ l ) 对于 Y = ( D 满足，其中 


Vn = + 1) 3 ^4„— “fc). 

fc^O 


这样一来 ， X e H 

2. 局部鞅、鞅变换和广义鞅概念在金融数学中的重要性将在第五章中充分阐 

述.这些概念也在随机分析中起着重要作用；对此例如可通过下列方式来证实. 

设 X = ( X nj ^ r n ) n ^ o 是带局部化序列 （ T / c ) 的局部下鞅，其中 Tfc > 0 ( P - a . s .). 于 

是对于每个 fc , 二 ( X nATk ^ n ) 有下列分解： 


X nATk =A^+M^\ 

其中 ( A { J k )) n>0 是可料序列， ( Mi Tk) ) n>0 是鞅. 

由这一（带可料序列 （ Ai Tfc ) ) 一的）分解的唯一性,不难导得 


A 


(丁 fc + l ) 

nArfc 


必 ）. 


对于 n < %令4 = ， fe ) , 我们看到，^ - 人) 々 o 是局部鞅，因为“停止”序列 
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是狹. 

这样，如果 X = ( X n ,^ n ) n >0 是局部下鞅，那么 

X n — A. n - f - Af n ， h > 0， （2) 

其中 A = ( A n ) 是可料序列， ==： 0,而 M ：= ( M n ) 是局部鞅. 

应该注意，在这一情形下,序列 A = ( A n ) 递增（确切地说，不 减)； 这是因为对于 
A ^ k ) 有下列 显式： 

) : I ： 

i^nATK 

而由下鞅性质， E ( A 足 | ^_0 >0. 

还要注意，带可料序列 v 4 = ( A n ) 的形为 （2) 的分解是唯 一的. 

定义 8_如果随机序列 X 二 ( X n ^ n ) 有形为+ M n 的表示，其中 
A = ( A n ^ n ^) 是可料序列， M 二 H ) 是局部鞅，那么我们说 ，X 有广义 Boob 
分解，而序列4是序列 X 的补偿量（或者可料补偿量，或者对偶可料射影). 

(术语“补偿量”说明， A 是对 X 的局部鞅部分所作的补偿 .） 

3. 作为结束，我们引进一个简单而有益的来自 [251] 的结果，它给出了局部鞅实 
际上是（简单）鞅的充分条件. 

引理 • 1) 设 X = ( X n ^ n ) n>0 是带 E | X 0 | < oo 的局部鞅，或者满足 

< oo , n 彡0， (3) 

或者满足 

EX 广 < oo ， n 彡0， (4) 

那么 X ^( X n , J ^ n ) n >0 是鞅 • 

2) 设 X = ( X n ，^ n 、 Q« N 是局部秩， 7 V < oo , E \ Xq \ < oo , 并且或者 < 
00 ，或者 EX + < oo . 那么对于所有 n ^ N 条件⑻和⑷满足，并且 X = 

( X n , ^ n ) 0 ^ n^JV 是秩. 

证明 .1) 我们指出，由条件 （3) 或 （4) 中的任何一个满足都可导出另一个也满 
足，也就是说， E | X n | < oo , n ^ 0. 

事实上，如果比如 （3) 满足，那么根据 Fatou 引理 [439; 第 II 章， §6] 

EXJ 二 E limX+ ATfc ^ lim EX+ ATfc = lim [ EX nATfc 十 EX ~ ATk ] 

k k k 

n 

二 EX 0 + lim EX~ ATk < | EX 0 | + ^ EX ~ < oo . 

/c * 


因此， E \ X n \ < oo , n ^ 0- 
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71+1 n+1 

另一方面，由于 | X (n+1)ATfc | ^ E 1不1，其中 E E Pii <⑻，故根据 Lebesgue 

士 Q 2 ~~ Q 

控制收敛定理 [439; 第 II 章，§6和 7]^ 在关系式 


E ( X TfcA ( n +1) /( r fe >0)|^ n ) = -^TfcAn 

中对 — oo 求极限，结果得到 E ( X n+1 | D - X n , n ^ 0. 

2) 我们察觉，如果 EX - < oo , 那么这时也有 EX ~ < oo , n 彡 7 V , 事实上，由于局 

部鞅是广义鞅，那么，这就是说，1二 E ( X n +1 |^ n ), 由此得到< E ( X^ + m 
因而也有 EX ~ ^ EX ~ +1 ^ EX ^ 对于所有 n ^ N - l 成立. 

这样，由 1) 得到，久= ( X n ^ n ) o ^ N 是鞅. 

EX + < oo 的情形可类似讨论. 

引理得证. 

推论. 每个下有界 ( inf n X n ( u )) ^ C > — oo , P - a . s .) 或上有界 ( sup n X n ( u ;) ^ C < 
oo , P - a . s .) 的局部鞅 X = ( X n ) n ^o 是鞅 • 

4. 有意思的是把已证明的引理的断言与对于连续时间情形下的相应结果相比 

较. 

如果风多， (^)^ o , P ) 是带不减 a - 代数族 (^)^o (^：s C C 5 < t ) 的渗 
透概率空间，那么随机过程 x = ( X t ) t ^ o 称为鞅（上鞅或下鞅)，是 指&为 界-可测, 

E \ X t \ < oc , t 彡0,且 E ( X t \^ s )^ X s ( E ( X t \^ 3 ) < X s 或 E ( X t \ ^ s ) > X s ), s ^ t , 

过程 X = ( X t ) t ^ o 称为局部鞅，是指可求得不减的停时序列 ( r fc ), r fc T oo ( P - 
a . s .), 使得对每个 t X Tfc = ( X tATk I ( r k > 0), 罵）所形成的“停止”过程是一致可积 

鞅- 

与基于应用 Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定理[ 439 ; 第 II 章，§6和 7 ]来证 
明引理一样的讨论,使得我们能证明下列断言成立. 


I . 每个满足 


E sup X ^ < oo , 

s^t 


的局部鞅 X = ( X t )^ 0 是上鞅. 
II - 每个满足 


E sup X s < oo , 






的局部鞅 X 二 （ A ) go 是鞅 • 
III . 每个满足① 


E sup X s < oo , 
8<00 

的局部鞅 X = ( X t ) t > o 是一致可积鞅. 


® 原文中下式多了一项 “t > o ”. 


译者注 
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这里有益的是要注意到，在离散情形下，由 EX - < oo , n < 7 V ， 可得出 E maxX 


< 00 . 在连续情形下，由 EX t ~ < oo ， t $ T , 


般来说，不能得到 E sup xr < oo _ 这 


t^T 


情况在本质上也是上述引理中的结果不能自动转换到连续时间情形的主要原因. 
还要注意到，在断言 I 中，局部鞅实际上可能是“真正的”上鞅，即，它不是鞅. 
下面是一个众所周知的例子. 


例.设石 


( B } , Bf , 是三维布朗运动， 


Rt 


⑻ )2 + ㈤ )2 + ⑻尸 , 


Rq 


网) 



(聊+ ( 邱) 


已知，这 一 所谓三阶 Bessel 过程有随机微分 


dR 


dt 


+ dPt 


Ro 


1， 


其中卢 


( A )^ o 是某个标准布朗运动（参见第三章 §3 a ， 以及例如， [402]) 


根据 It 6 公式（参见第三章 §3 d ， 也参见 [250], [402]) 


对于这里的 f ( Rt ) - l / Rt 运用它是合理 
R 来说，零值是不可 达的； 由此我们求得 


df ( Rt ) - f ( Rt ) dR t + - r ( R t ) dt , 

l / R t 运用它是合理的，因为对于有丑 0 




1的三维 Bessel 过程 


d 


Rt 


w 


或者写成积分形式 


Rt 


o 


随机积分 



t 


d (3, 


是局部缺（参见 [402]), 也就是说，有 JYq 




的过程 X 


t^o 


Rt 


( X t ) t ^ o 是局部鞅，而不是鞅. 


事实上，由布朗运动 B 1 ， 炉： JB 3 的自相似性（也参见以后的第三章中的 §3 a ) 可 


得 




E 



珣) 2 + ( 琦 






W 2 


E 




W ) 


10 ? 


oo , 


其中 & j 


1,2,3, 是独立标准正态分布随机变量，& 




W(0 ， 1) 


在“缺”的情形下，数学期望 EX , 必定是常數. 
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§ ld . 高斯模型和条件高斯模型 

1. 有效 市场概念基于（规范）价格的鞅 假设， 这使得在把价格演变的动态变化 
看作其分布有确定性质的随机序列或随机过程的研究中，鞅的概念成为基本概念之 
一. 然而，在进行具体计算时,仅仅知道“分布的鞅性”是远远不够的，必须要有这些 
分布的更为“精细，’的 结构； 而为得到这种结构人们必须细致地考察各种各样的概 
率统计模型，以使得由此得到的分布性质更好地与根据统计数据构造的经验分布性 
质相协调.本章后面的所有内容在实质上都正是为了达到这一目的；其中提出各种 
模型可用来解释在分析“统计原料”（特别是由金融时间序列所形成的“统计原料”) 


时所显示的这样那样的性质. 

对随机变量 h u …， h n 的分布 Law ( h l7 ••- , h n ) 作高斯性假定,从理论分析的视 
角和从发展成熟的“正态分布统计”的视角来看，当然是最吸引人的.但是，正如上 
面所注意到，已经证实（并且确认)，许多金融时间序列数据的统计处理指出，高斯性 
假定并非总是适当地反映价格性态的真实图景- 

如果试图寻求序列办 = ( h n ) n<1 的无条件分布 La W (/u ，…， M 的高斯 性假定 
的替代物，那么考虑通过引进条件数学期望来决定的 “Doob 分解”的 
形式，完全自然的是提出这样的 想法： 假设不是无条件概率分布，而是 条件概 率分布 

Law(/i n , ^n-i) 是高斯分布： 

Law(/i n | U = ⑴ 

其中= / i (^) 和 d 是某些爲 1—1 - 可测随机变量 

确切地说， （1) 意味着（正则）条件分布 P ( h n < X | 多 n - l ) 由下式给定（对于所有 
x g M fn a ； e 0) 


P(h n ^x\ ^ n -i)(cu) - - 7-= / e ^T~dy. 

Z7T(J^ J — oo 

由这个条件分布的正则性得出（参见 [439; 第 II 章§7])， E(h n \ UM 可用通 

常的积分来求得（对于每个固定的 w G D ): 

广 oo 

E(h n | U(o ;) 二 / xdP(h n ^ x | U(o ;)， 

J — oo 

而在所考察的情形下，导得公式 

/ in . (2) 


^避免讨论要求专门解释的平凡情形，我们将在以后处处假定对于所有 n 和量 〜 M # 0. 
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类似地有 

D (/ l n 丨 ^ n — l ) == (3) 

这样一来，“参数” / in 和 H 有简单的“传统”意义：（条件）分布 Law (/ i n | ^ n _!) 
的条件均值和条件 方差. 

分布 Law (/ i n ) 本身因而也是条件高斯分布 Law (/ i n | ^ n - i ) 关于量 Mn 和#的 
分布的平均而得的提升（或混合). 

注意，由带有“随机” 参数 " =« a = a ( uj ) 的正态分布 ，( v 2 ) 的“提升” 
是非常广的，这种分布的各种特殊情形我们将在以后多次遇到. 

除了联系序列 /I = ( M 以外，还可独立引人多 n - 可测随机变量的“标准”条件 

高斯序列 e = ^，使得 

Law ( e n | 人― 1 ) =/(0, 1), 其中 ^0 = {0,叫. 

很明显，这个序列是鞅差，因为 = 0 . 尤其是，这将是有标准正态分布 

^ r ( o , i ) 的 独立随 机变量序列，因为 

Law (〜 |ei ， … , e n - i ) = ^( 0 , 1). 

由上面作出的假定 o - n ( cu ) 0 (n ^ 1 , cu e fi ), 公式三 ( h n - fi n )/^ n 所确定的 
量 、 （n > 1) 形成标准高斯序列.因此，可以认为，所考察的（关于流 (^ n ) 和概率 P 
的）条件高斯序列可表示为 

hn — fJ/n ~\~ (J n £ n , ( 4 ) 

其中 e = ( en ) 是有标准正态分布 乂 (0,1) 的独立 多 可测随机变量序列.（关于序列 
h = ( h n ) n ^ 在一般情形（即当〜可能为零的情形）下的表示，参见 [303; 第13章 
§ 1 ].) 

很明显，序列 h = { h n ), 也就是 S = (5 n ), 其概率性质的更细致的研究依赖于量 
~和4的具体结构.在下面提出的模型中要做的也正是这一点. 

我们察觉，从序列 /I =(、）的分布的视角来看，并且指望它有独立的条件高斯 
性，合适的是在下列框架中来讨论这一性质.设(見）是 (^ n ) 的子渗透，即％ G 多 

穿 n +1; 例如，策 i =多 n -1. 

假定， Law (/ i n \ ^ n ) ^ 0 ^(^, cr ^), / i n = E ( h n \ ^ n ), <^n — D (‘ \^ n )- 在这 一1# 形 
下,分布 Law (/ i n ) 也是高斯分布的混合. 

现在我们转向某个具体的（线性和非线性） 高斯和条件高斯 模型,其中对于 n > 1 
规定值 Mn , CT n , 以及还必须对于 / i 和 e 给定初始条件（…， h - x , h 0 ) 和（… , 6 -! 7 € 0 ). 

2. P 阶自回归模型 AR ( p ), 在这一模型中，假定 




( 5 ) 
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以及 

"n 二 a〔） + Clih n — 1 + . . . + Q / ph ri _p 1) (6) 

a n = a — Const (a > 0)- (7) 

这样一来，这里有 

hn ~ Hn cr 7l £ n — ao -a\hn-i + • * • + a p h n ^ p + as n . 

序列 /i 二 (h n ) n ^i 称为 p 阶自回归模型 (AutoRegressive model), 为定义它要求 

给定初值如果这些值是常数，那么序列 { h n ) n>l 将不仅是条件高斯序 
列，并且也是（简单）高斯序列.在 § 2 b 中，我们将对一阶 (P = 1) 自回归模型的性质 

进行更详细的考察. 

3. 移动平均模型 MA(q). 在这个模型（缩写为 M4, 意味着 “Moving Average”) 

给定初值 ( ei - g , ■ - - ,5_ i , e ： n ), 并假定 


Mn = 石 0 + — 1 十 + ' …+ b q £ n - Qj 

= a ^ Const* 


⑻ 


因此, 


h n = bo -\- b\e n -\ + b 2 £n -2 十 • • * + b q £ n ^ q + ae n - 


⑼ 


4. 自回归移动平均模型 ARMA{p,q). 假定多 n = <r(e L , ■■- ^ u ), 给定初值条件 

( ei-w …， （/ ii - p , …，/1-1，知)，并认为 


fjtn — (^0 + dlhn^i + . • - + a p h n -p) 

+ (6ie n 一 1 + &2^n-2 十 • . ‘ + bqSn-q )， (10) 

a n = cr = Const. 


这种 ( P ^ Q ) 阶类型的模型记为乂丑从 4( P ，9) (AutoRegressive Moving Average), 并 

称为阶自回归移动平均模型；如果 

hn = (ao + dih n -\ + ... + dph n - p ) 

+ (6i6 n -i + & 2^n-2 + . ■ • + b q e n - q ) + (T£m (11) 


这个模型就被实现. 

所有这三个模型， AR(p) ， MA(q) 和 j 4 i ? M /4( p ， g ) 都是线性高斯模型（如果“初值” 
条件比如是常数). 

现在我们转向某些有意义的条件高斯模型，与上面不同的是，它们是非线性的 . 
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5. 自回归条件异方差模型 再次假定，序列 e 是（唯一的) 

随机源 n = Cr(£ ： i, - - - ,Sn), 


Mn ― E(/i n I U = 0 ， （ 12) 

p 

o-l = E(^n l^n-i) = ao + ^aihl^, (13) 

i—\ 

其中铷 > 0,卬彡0, i 二1，… ， p ， 為 ={0， f 2}, 以及 h ^ p , …， h 0 是给定的初始常 

数. 

换句话说，条件方差#是值, hi __ p 的函数. 

这个模型，正如已经在第一章 §2 e 中所注意到，是1982年 R . F . Engle [140] 所 

提出的， 它称为 ARCff ( p ) (AutoRegressive Conditional Heteroskedastic model , 自回 

归条件异方差模 型)； 这种模型用来解释金融时间序列的许多非平凡性质（例如，量 
' h n 的值的聚 集性） 非常合适. 

这样， 


h n = cr n e n , n > 1, (14) 

其中 e = ( e n ) 是独立正态分布随机变量序列 . 〜 ^(0, 1)，而 cr $ 由公式 （13) 来确 
定. 

如果我们以 


f^n ~ ^l^n— 1 + . •’十 CLr^n—v (15) 

_ 

取代 （12), 而 g 满足条件 (13), 那么⑷取下列 形式： 

h n 二 tto + a ih n —i + ■.. + a r h n ^ r + <J n £ n . (16) 

这些模型有时记作 AR { r )/ ARCH { p ). 

令（认为 E /4 < oo ) 

v n — — <j\. (17) 

那么由 （13)， 

p 

/^n ^ ^ + (18) 

1 

其中 

E(^n I U 二 E (/ i ^ I U - cr : 二0， 

即，序列 p 二 （％) 形成鞅差. 

这样一来， ARCH ( p ) 模型可看作序列时）带有鞅差“噪声” ^ 的自回归 

模型 


‘ 100 . 


第二章随机模型.离散时间 


6. 广义自回归异方差模型4模型应用的成功导致它的 
各种推广、细化、修正等等的出现. 

下面介绍的只 OT(p,g) (Generalized ARCH, 广义自回归条件异方差模型）由 
T. Bollerslev [48] 于 1986 年 引人； 它是诸如此类的推广之一. 

与前面一样，认为 

f^n E(" n 丨 ^ n — 1) 二0， 

取代（ 13 )，我们将假定 

p q 

d = E(K |^ + n - l)=ao + ( 19 ) 

l—l j=l 

其中 CKO > 0, CKj , pj ^ 0, 并且为了简单起见，“初始”条件 （/ ll — p ，... ， / lo ) 和 …， 
al ) 可认为是常数. 

GARCH(p y q) 模型就是序列九= (h n ), 

/ i n = cr n s n , (20) 

其中…，）是独立同分布， (0 ， 1) 随机变量序列，而 < 满足关系式 (19). 

我们将记 

p 

( 21 ) 

Z=1 

其中 L 是位移算子 { Uh 2 n _ x = 1} .； 参见后面 §2 a 中的第2点)，以及 

fma 2 一 =乞士心, (22) 

•7 = 1 

在这样的记号下， 

<j n — a 。 + a(L)h 2 n ^f3(L)a 2 n _^ 

如果与上面一样 ,令 v n = h 2 n -a 2 n ) 那么我们得到 

+ O： 0 + a{L)h^ l _ l + f3{L){h^ l _ 1 — ^ n -l) 

=a：。+ (a(L) + p(L))h^ l _ 1 — /3(^)^ n -i + ^n* 

换句话说， 

~ a o + ( o ；(/>) + /3( L))j — p ( L ) u n ^ i ， (23) 

这样一来， 6^4i?C 丑 (p, g) 模型可看作自回归移动平均模型 ARMA(max(p, q), q), 
其中序列 （ W ) 带有鞅差 “ 噪声 ” « 

尤其是,对于 

h n ― CTn^n? CJ n — Q!g ~h h rL _-^ 
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的模型仙 OT (1), 令％ 54我们求得 


= a。 + Q.\h^ l _ l 



其中“噪声”… n ；| 形成 鞅差. 

A 丑模型和 GAR <7 丑模型的各种推广（诸如 EGUHCF ，AG ARCH , STARCH ， 
NARCH ， MARCH , MARCH , 等等）最终都联系着量 < = E { hl \^ n - X ) 作为关于 
(7- 代数 ^ n _! = a ( Q ， …,6^0的可测函数的这样那样的规定. 

7 . 随机波动率模型 . 在所有上述模型中，随机源只有一个.它是通过独立高斯 
随机变量序列 e 来给定的. 随机波动率 模型包 含两个 随机源 ： e = (^)和 

(^),它们在最简单的情形下都假定为独立标准高斯序列，即由独立 乂 (0,1) 分 
布随机变量所组成的序列. 

设％ = <&，■_■，心).令 

~ G n S n ， (24) 

其中 a n 为％-可测. 

于是很明显， 

Law ( h n j ^ n ) = (25) 

即，、的見-条件分布是带参数0 和# 的高斯分布. 

令 

a n (26) 

那么# = e ^, 其中为％-可测.相当流行的模型是其中序列 ( A n ) 为自回归模 
型， ( A n )e AR ( p ) ， 

= a*o + <Xi + ■ * . + Q/p^^n^p ~*1~ (*-^n - 

(24) 的自然推广是其中 

hn — fj/fi cTYiSfi (27) 

的模式，这里~和〜为穿 n _ 可测_ 

当 （27) 中 的序列 e 二（^)形成 Ee ： n 二0 ， Eg = 1的正态分 布平稳 序列，而 
cr = ( cr Tl ) 不依赖于 e = kn ) 时， 在 这种情形下，对应的模型就是所谓 模型” • 

我们在这里结束金融数学和金融工程中所应用的一系列高斯模型和条件高斯模 
型 的简短 讨论.这些模型的性质的更为详细的研究将在以后的第2和第3节进行. 
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§ le . 价格演变的二叉树模型 

1. 在概率论中， Bernoulli 模式起着独特的作用；它就是由只取比如1和0两个 
值的独立同分布随机变量所构成的 序列： 


J 二 (Ji, ^ 2 ,… ）， 

这里假定取1和0的概率分别是 P 和 g ， P = 1. 

第一个概率论的极限定理：大数定律，就是对于这种模式来得到的 （ j . Bernoulli , 
“Ars Conjcctandi (猜度术)”，1713年)；这一'定律断言,对于每个£ > 0, 


P 



Sn 

71 



n — oo , 


其中土 Jl + …认 ) 是在〜，… A t 中出现“1”的频率. 

n \ n ) 

正是 知 于这个模式建立了概率论的许多引人注目的结果 （办 Moivre - Laplace 板 
限定理，强大数定律，重叠对数定律，反正弦定律等 等)； 它们都正如它们所显示的， 

有着极为广阔的应用领域. 

在这一意义下， 下面 引入的 二叉树模型 ([82]) 在金融数学 
和金融工程中所起的作用类似于 Bernoulli 模式在经典概率论中的作用；利用这一非 

常简单的模型，有可能对许多诸如期权的公平价格、对冲策略等等金融特征作完全 
计算（参见后面的第六章). 

2. 我们将认为所有金融运作都在由银 行账户 S = ( B n ) n>0 和价格为 S = 
( S n ) n>0 的股票所构成的 （尽5>市场中 进行. 

我们把 B 和 S 的演变表示为下列 形式： 


或者等价地表示为 


B n ^ (1 + r Tl )B n —u 

Sfi ^ ( 1 ~h Pn ) S 7t — 1 *, 


紙 



KB q >Q,So> 0 . 

银行账户与股票的主要不同在于（“银行”利率) 


^为-可测， 


( 1 ) 

( 2 ) 


而（股票的“市场”收益率) 


~为可测， 
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其中 i ^ n ) 是给定的概率空间 ( n ,^, P ) 上的渗透（信息流). 

在 Cte - Eos 心市场的二叉树模型 （“ CRR 4 莫型”）中，假定 


r n 


r 


Const 


以及 

其中 


9 


(P 


rijn^l 


是取两个值的独立同分布随机变量 


PUP 2 


1 


的 Bernoulli 序列， 


Pn 


a < b 


a) 


把& 记作下列形式 



a b 
2 



b — a 

— 2 一 


£ 


n 


(3) 


或者 


Pn 


a + (b ~ <2)(5 几， 


⑷ 


我们求得 


+1 


P 


n 


£ 


n 



Sr , 


a 


+1 

0 


作出假设 。三 Const , M Pn 只取两个值，使得我们从一开始就可认为出发的概 
率空间0是二值序列 空间化 


n 


{( 2 , 6 } 


或 n 


{一1，1} 


或 n 




由 （ 2 ) 得到 7 


s Tl 


SoUi 1 


Pk ) 


(5) 


k^n 


把这个表达式与 §la 中的 （ 5) 相比较，我们看到，外重合于上面引入的量显然 
S n 也可表示为下列形式： 


S 


n 


S 0 e 


H 


S Q e 


hi 


其中 h 


71 


ln(l+^), 比较 §la 中的公 式⑴和 （ 10) 


3. 我们1寸论一个特殊情形，其中值 a 和 


取为 


a = A -1 


1， 




A 


1， 


这里 A > 1. 


在这样的情形 F ， 


Sn 


^^n — 1 ? 

\ —1 c 
A On —1 ， 


当 

当 


Pn 

Pn 


⑹ 


a 
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如果定义 （3) 中的 e 

(二士 l ), 那么&可表示为下列形式 



s n : 

: SoX £l ^'" +£ri 

⑺ 

或者，同样有 





s n : 

二 S Q e hl+ '"^ hn , 

⑻ 

其中 hk = 4 In A . 





由此可见，在所考察的情形下 ， S = @ n ) 无非就是集合 


Es 0 — { SoX k : k — 0 , ± 1 , * • • } 

上的几 何随机游走. 如果 = 那么五知=五.在这一情形 

下，我们说 ， S = ( S rL ) 是相集合丑二: k — 0, ±1, • • • } 上的 Mar / sot ; 游走. 

所考察的二叉树模型 是几何布朗运动 S = ( S t ) t>0 的离散 类似； 所谓几何布朗 

运动就是如下表示（比较 （8)) 的随机 过程： 


S t - 

其中 W = ( W t ) t>0 为标准维纳过程，或者标准布朗运动（参见第三章 §3 a ). 

在这一联系中，自然会记起通常的布朗运动的离散类似是算术随机游走& = 

S n — i+( n 其中 € = ( Cn ) n^i 是某个 Bernoulli 序列. 

4. 在上面的叙述中，所有考察都是在带某个概率测度的某个渗透概率空间 ㈨ ， 
(^ n ), P ) 上进行的.一般来说，问题在于怎样的概率测度 P ; 也就是说，怎样取值 
P = P(p n = fe ) 和 g 二 P(p n = a). 这远不是一个简单问题.在一定的意义下，更为现实 
的是假定在 ( O ,^) 上给定的不是一个概率测度 P ， 而是整个一族概率测度少= { P }, 
对于它们来说，相应的值 p 二 P(p n - b) 落在区间（0, 1) 中. 

至于所考察的二叉树的可能推广问题，我们注意到，相当现实的是还可假定量 
p n 不只取两个值 a 和卜而是在区间中 的值; 这时，一般来说，的概率分布 
可以是上的任何分布.第五章 § lc 中考察的正是这样的模型，它与所谓 不完全 
市场上的期权合理定价理论相联系.同样是在这一节，还将考察 非概率 方法，它基于 
把~表示为“混沛”变量.（关于用动态“混沛”模型的价格演变描述，参见以后的 

§§4 a , b .) 

§ lf . 带离散干预机会的模型 

1. 在研究序列丑= (// nbo 时,把它们“嵌入”到连续时间模式中，经常是很方 

便的. 

我~们把原来的随机基底％ = ( O ,^,(^) n ^ 0 , P ) 与下列有连续时间 （t > 0) 的 

基底彥相 联系： ~ _ 

邊=⑴，多， P ), 
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其 中式二 多⑷， M 是*的整数部分. 

g 们也可根据随机序列丑 = ( H n ， n ) 来定义新的（带连续时间的）序列及= 

(总,茗)，并令 D 

H t = Hm. 


这样一来（参见图13)，轨线总 ， t > 0,为按段常数，在时刻 t = 1，2,…，发生跳 
跃 AH t - H t - 总 — ，并且右连续.这时, AH n = AH n - h n . 


hA 


h 3 


H ! \ 

"1 //2 ； 

I I I » ， 






图 13 带离散时间的序列 ( H n ) 在带连续时间的模式中的嵌入 


显然，反过来也 一样： 给定在某个随机基底⑴，多，(茗 ) o Q ， P ) 上的随机过 
程 H = 0 t , W t ) t > ^ 如果它为按段常数,右连续，且在时刻亡=1, 2,…上有跳跃，那 
么它在实质上就是上面所考察的带离散时间的过程. 

2. 直到现在为止，在讨论各种价格的动态模型时，我们或者涉及其中价格 S 二 
( S n ) 固定在离散时刻 n = 0,1，…，的模型（作为基础)，或者（正如在 Bachelier 情形 

下）涉及其中价格$ = (5 t )^ 0 用带连续时间 O 0的连续随机过程（例如，布朗运 
动）来描述的模型. 

其实，实际价格 S = ( S t ) t ^ o 的演变的统计分析指出，它们的结构在某种意义下 

是混合型的. 

更确切地说，其含义如下.根据多项观察数据，价格 S = { S t ) t>Q 的轨线结构如 
同图14所描述. 

换句话说，记&为这样的形式：&二 S G e H 、 我们求得，轨线 ( H t ) t>0 有下列形 
式： 

H t ^Y^h k I{r k ^t), ⑴ 

其中 Ti ,， r 2, …是跳跃时刻，而〜是跳跃量 ( A// Xfc = H Tk — H Tk = hk )- 

如果认为所有讨论都在随机基底⑴,多， (^)^ o , P ) 上进行,那么在（随机）跳跃 
时刻> 1) 上，以及在量心0 > 1) 上，自然要附加某些“可测性”条件，以保 

D 正如在离散时间情形下那样,记号/7 = 理解为量瓦对于每个 i > 0为爲-可测 •（即 

它是所谓“适应过程-一译者注） 
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S t 




So 







图14带离散干预（在时刻 


Tl ， 了 2, 了 3 . 


••) 情形的过程 


证至少对于每个^ 0,量极为只-可测，即，它是由在时间区间可接受的“信 

息”来确定的. 

3. 为了这个 S 标，我们引入一系列定义，其中把随机变量 t = r { uj ) 的非 负延拓 
理解为映射 1〕 

0 R+ — [0, oo]. 

定义 1. 我们说，随机变量 r = t { uj ) 的非负延拓是 时刻， 或者不 依赖于 
未来的随机 变量，是指对于每个 i > 0,集合 

{cu : t(u?) ^ G ^t- (2) 

Markov 时刻也称为停 止时刻 或简称 停时， 尽管有时这个术语只留给这样的 
Markov 时刻 t 二 r ( u ;): 或者对于所有 o ; € 0有 t ( uj ) < oo , 或者 P ( r ( u ;) < oo ) = 1. 

条件 （2) 的直观意义是非常清楚的，这只要把 r ( u ;) 解释为需要采取某个“决策” 
的时刻.由 于界是 心代数，故条件 （2) 等价于 > t } e 它意味着在时刻 

t “ 决策”所带来的在更晚的时刻（不包括的后果仅仅与在上可接受的信息 
只有关，而不依赖于 “ 未来”（时刻 f 以后). 

定义 2. 设 t = r (^) 是停时.我们以表示具有下列性质的集合 A e 多的 

全体：对于每个 i G 1 R + = [0, oo ), 

An {u;: t(uj) ( 3 ) 

我们以 多丁― 表示由多0和所有形为 ^ n {^: t ( lo ) < t } 的集合所生成的 tx - 代数， 
其中 vl € <：多 £， i G M +. 

不难断定，多 r 是 a - 代数. 

如果把界解释为在包括 t 在内的 （ 时刻以前所发生的事件全体,那么多 r 和 
淨 T — 自然可分别解释为在时间区间和 [0, r ) 上观察到的事件全体. 

1〉 我们记得，根据传统的概率论定义，实随机变量只取 有限值 ，即，在 R 二 (- oo , oo ) 中的值. 
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4. 我们回到过程好= ( H t ) f ^ o 作为（在时刻 n ， T 2 , …）“带离散干预机会的过 
程”的表示式 （1); 参见图 14. 我们将假定，对于每个(或者对于 P - 几乎所有 

a; € 

0 < Ti(u}) < T 2 (iL>) < …， 

并且对每个> 1，时刻 Tfc = Tk ( oj ) 是停时，而量= h ^( UJ ) 为多 V fc _ 可测. 

由这些假定和条件⑺和⑶特别是导出，过程丑= ( H t ) t>0 与流相协 
调，或相 适应， 即对于每个 f > 0,量 

I ! t 为 晃-可测. 


这样一来，为与上面 （§ lc ) 所采用的记号相一致，过程丑二 ( Ht ) t > 0 可记为下列 
形式： 

在⑴中定义的实值过程丑= ( H t ) t >0 是在相空间 E (在所考察的情形下， E 二 
M ) 中取值 的多元点过程的特殊情形， [250]. 同样的术语点过程或计数过程，通常是 
指 / i n 三1的情形 ，即， 是指过程 


N t 




y^ j ( r k ( 尤)， 


t ^ 0 


⑷ 


注. 有时“点过程”仅仅与时刻序列 T = ( n , r 2 ,---) 相联系，而与这个序列相对 
应的，即由公式⑷所给定的过程 iV = ( Nt ) t >0 称为“计数过程”.显然，在 T •和 AT 
之间存在一 ' 一'对应关系： 7 V 由 T 决定，而 T 由 >/ V 所决定，因为 

Tfe — inf{i : N t — k}. 


注意，如果集合 { t ： N t ^ k }^0, 那么通常假定 T k ( uj ) 等于 +00. 这样，对于轨 
线如图15所描绘的“单点”点过程，可以认为，对应的时刻 r 2 = r 3 - - + oo . 



m is “单点”点过程 


5. 用公式⑷来确定的点过程# = ( N t ) t ) Q 也可用随机时间替换来给出另一种 
等价描述， p 50; 第 II 章， §3]. 
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定义 3 .我们说，给定在随机基底潘=⑴，多，(多 n ) neN ， P ) 上取值在 N = 
{0，1，_ }或 S = {0，1,… ， oo } 中的随机变量族 a = ( at ) t^o 形成随机时间替换， 
是指 

⑴对于每个 i ， 量❼是（关于 （ IWn 的） 停时； 

( ii ) ( Jq = 0； 

( iii ) 轨线 a t ( uj ) (t ^ 0) 中的每一条递增、右连续，并带有等于单位1的跳跃. 

我们把 a = 与有连续时间的随机基底激相 联系： 

激 0 r 二 （ n ， 多 ， (^ at ) t >。， p )， 

并令 

丁七 二 inf { t : a t ^ k }, k eN . 

不难指出，关于定义为涿二多^的流时刻 Tfc = T k ( 0 j) 是停时.这时, 
如果对于所有 teN ,( Jt < oo , 那么 

H t = ^2 h k I ( r k ^ t )= J 2 

fc 会 1 l^k^CTt 

同样明显的是 

(7 t = y ^ J { r k ^ t ), 

k^l 

即，^是在区间 [ CM ] 上发生变化的时刻的个数.换句话说，根据序列 （n 
构造的随机时间替换 a = ( a t ) t >0 无非就是对应这个序列的计数过程 iV : 

Nt = y ^ J ( r k < t ). 

k^l 

在所有所引人的公式中， f 起着现实（“物理”）时间的作用 . ^同样是“时间”, 
但它起着运作时间的作用，指示 “ 物理”时间 t 的改变次数.（关于金融时间序列经 
验分析中的运作时间问题，我们将到第四章的 §3 d 中 i 寸论 .） 

还要注意到，如果 


(5) 



♦ ■ 


) 所 




(Tt = [^], 


那么潘^ =成其中 J 就是上面考察的、满足式二 J ^ t] 的带离散时间的随机基底 

⑼多，（界)咖， P ). 

6.由 § lb 得到，在序列丑= { H n ) n ^ 0 的随机分析中， Doob 分解起着关键作 
用，它使得好分解为依赖于可接受信息（在金融框架中就是有关市场状态的信息) 
流的“鞅”成分和“可料”成分. 

类似的 ( Doob - Meyer ) 分解既对于计数过程 iV 成立，也对于多元点 过程丑 成 

立； 它正如在离散时间情形中那样，在引进“鞅性”和“可料性”概念的随机分析中 
作为基本出发点（参见后面的第三章中的 §5 b 和更详尽的 [250]). 
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2 . 线性随机模型 


金融指数演变的经验分析自然与许多其他的指数（经济、社会等等）一样，必定 
首先从构造适当的概率统计（或者其他的）模型 开始; 模型的正确选择是一件非常不 
简单的事. 

在一般 的时间序列理论中， 有各种各样的“标准” 线性 模型的整个工具库，其中 
首先就应该看到在 § lc 中考察的诸如⑷， AR ( p ), ARMA { p , q ) 这些模型，也 

就是 g 阶移动平均模型， p 阶自回归模型， { p , q ) 阶自回归移动平均混合模型 ，在时间 

序列理论中详细研究，特别是在它们 的平稳 性假定之下. 

这些模型流行的原因一方面在于它们很简单，另一方面在于只要不多的参数就 
可很好地逼近很广的平稳序列类. 

然而，远非是所有的“经济”时间序列是平稳的.分析指出，在统计数据中，经常 

很突出地显露出下列三种 成分： 

• 缓慢变化的（例如“通货膨胀”）倾向化)， 

• 周期或非周期的循环 （ y )， 

• 不规则的（“随机的”或者“混沌的”;)波动成分 

这时，在观察的数据（/0中，它们可能以非常不同的方式参与，并可有条件地表示为 

h = x * y * 

其中复合运算可表现为例如加法“+”，乘法 “X” 等等. 

有足够多的书本、专著致力于时间序列及其应用，特别是有关金融数据的分析. 

(参见例如， [62], [193], [202] , [211], [212], [ 3 叫和 [460].) 

下面我们将讨 论某 些线性 （随后是非线性）模型，目标是给出其在金融数据经验 
分析中应用的结构、特点和性质的表示. 

在这里不妨说，归根到底，金融指数的统计数据的经验分析的重要目标之一在 
于预料、预测 “未来的价格运 动”： 

这一预料的可信程度自然依赖于恰当的模型选择，确定其参数的估计精度以及 
(线性或非线性）外推估计的质量. ’ 

在这方面，第四章中所进行的汇率时间序列分析是一个标志.那里指出，怎样从 
简单的 线性高斯模型出发，把它们逐步 修正、复杂化， 使得最终得到“把握”经验分 
析中所揭示的现象（比如，对高斯性的偏离，聚集效应和价格上的“长记忆”). 

如果把模式 z 理解为在形成价格时的三种成分$， j /和 z 的复合， 

那么应该注意到，在我们的叙述中最为强调的是首先是要把“波动”成分 z 置于最 

后，然后（在汇率情形下）是周期（季节性）成分 y . 

我们不详细讨论倾向成分: r 的分析，然而要注意到，正是这一成分经常造成所 
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图16曲线1和2之间的区域是（带有某种置信度）的置信区域,其中将发生可预料的价格的“未 
来”运动 

考察的模型的“非平稳”特征，其中的经典例子就是所谓模型， 即整 
合自回归移动平均混合模型 （ J 来自 integrated ; d 是“整合”的阶数)，它被 G . E , P . 
Box , G . M . Jenkins [53] 所广泛运用和传播.详情参见§ 2 c . 

§2 a . 移动平均模型 MA ( q ) 

1. 在今后考察的所有（线性和非线性）模型中都假定给定某个“基底”序列 
( e n ), 它在时间序列理论中通常认为是 白噪声 （参见图17)，并且当作确定所研究 

的概率统计对象的随机特征的随机源. 

0.25 

0.15 

0*05 

— 0,05 

- 0.15 

- 0.25 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

图17白噪声 /in = cren 的计算机仿真图像，其中 <7 = 0.1，而 〜 ^(0,1) 

这时，（在 “ L 2 - 理论”中）我们说，序列 e = ㈨ ） 是广义白噪声 ，是指 Ee „ = 0, 
Ee ^ < oo , 并且对于所有 n 妾 m , 有 



~ 0 


(1) 
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(时间参数 n 现在适当地认为取值0, 土1 士 2,… .） 

换句话说，广义白噪声就是有零均值的不相关的平方可积的随机变量序列. 

如果在这个定义中再附加高斯性（正态性）的要求，那么所得到的序列 e = ( 6n ) 
就称为狭义白噪声或者(高斯）白 噪声； 它也等价于 e = (^)为独立正态分布随机变 
量&〜 ，(0，；的序列.以后我们将认为 < 三 1. (在这一情形下, 经常说， e = ( e n ) 
是标准高斯 序列； 把这个概念与也在金融数据统计中运用的分形高斯噪声相比较是 
有 益的； 参见第三章 §2 d .) 

2. 在描述序列 h 二（、）的 移动平均模型 MA ( g ) 假定以下列方式根据广义 

白噪声 e = ( e n ) 来陈述值、： 

h n = (" + b\£ n -i + _ . . + + boe n , ( 2 ) 

其中参数 Q 确定依赖“过去”的阶数，而起着包含在^ a { e n ^ e n ^^-) 
中的 “ 更新”信息的量的 作用； 参见图 18 . 



图18服从 M 4( l ) -模型 h n = + + b 0 s n 的序列 /i =(心）的计算机仿真图像，其中参数 

// = 1，= 1， 6 o = 0.1 以及 〜 (0,1) 

为使叙述更紧凑，引人“向后” 位移算 子是适宜的，它按照下列公式作用在数列 
X = 上： 

Lx n — x n —i - ( 3 ) 


由于 L ( Lxn ) = Lx n ^! = : r n -2, 故 L 2 自然表示按照下列公式来作用的算子: 


L 2 x 


71 


— 2 


并且一般来说， L k x n 


x n — k 对于所有 k ^ O 成立. 
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我们注意算子^的尽管简单、但很有用的下列性质 ( c , C U C 2 为常 数): 


L ( cx n ) = cLx n , 

L{Xri Vn ) ~ + ^Un i 

{C\L H - C\LXfi C^L X n CiX n — 1 + C2X n —2 ) 

(1 —入1^>)(1 — \ 2L ) x n — X n — (Ai + 久 2 )1/1-1 + (入 1入2)工 n -2- 

借助于算子 L ， 关系式 （2) 可记为下列紧凑 形式： 

h n = /i + /3(L)e n , (4) 

其中 

/3( Z /) = f>o ^~ b\L + . • • + bqL q . 

3. 我们转向关于序列 & = (/ in ) 的概率特征的问题- 
设9 = 1. 在这一情形下， 

hn — n ~h ^qEji ~\~ ^ i^ti - 1) (5) 

并直接求得 

Eh n = /x, D/i n = + 0 ， ⑹ 

Cov ( ftr n , j Cov (/ i n ，/ i n + fc ) = 0， k > l - ⑺ 

最后两个性质意味着 /l = ( h n ) 是相邻值（、和 h n +1 ) 相关的序列，同时， / in 和 
h n ^ k 的相关值当 k ^2 时为零. 

我们顺便还察觉，如果 Mi > 0,那么量 / i n 和 h n +1 正相关 • 而如果 Mi < 0,那 
么量 / i n 和 h n +1 负相关.（我们以后将在第四章 §3 c 中遇到这种局面，以解释汇率情 

形下的负相关效应 .） 

由 （6) 和⑺得到,在序列& = (/ in ) 的元素中的均值、方差和协方差都不依赖于 

n . (这当然是由于假定 e = ( e „) 是广义白噪声、且 E 〜= 0, D 4 = 1以及 ㈤ 中的 

系数不依赖于 U .) 尤其是，序列& = ( An ) 为（完全根据定义）广义平稳.如果再假定 
序列 e = (^)是高斯序列，那么序列 h =(、）也将是高斯序列，因而，其所有的概率 
性质都可仅用均值、方差和协方差这几个术语来表达.在这一情形下,序列& = (M 

为狭义平稳，即 

Law (/ ii x ，…， hi n ) = Law (/ ii 1+ fc , …， h in ^ k ) 

对于所有 n > 1, H ,--- y i n 和任意的 fc 成立- 

4 . 设 ( hi , * • ■ , h n ) 是由量 / ijt 在时刻 A : = 1 ，…， n 的观察结果所得到的某个实 

现，并且 


hn 


hk 


⑻ 
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是其时间均值. 

从统计的视角来看待'“统计量” 其意义 在于& 是估计均值 M 的自然“备选 


物”‘ 

在用均方偏差= E \ hn ~ fl \ 2 来度量这个量的估计质量的情形下，下列判别准 


则是有 用的: 




E R ⑻ — o ’ 

fc=l 


⑼ 


其中 R ( k ) = Cov (/ i nj h n + k ) 以及 /i = ( h n ) 是任意的广义平稳序列. 

其实，为简单起见， 设 p = Eh n = 0 . 于是 



71 


n 




k 


2 


而这意味着 （9) 中的蕴涵关系 

另一方面， 


成立 


E 


n 




k= 


2 


n 


n 


n 2 


卡 2 〉: / ifc/if 


fc=l 


一 1 


k 參 l 


l —\ k =0 


选取 6 > 0, 并设 n ⑷满足对于所有；有 


-1 


tE r W 


fc =0 




这样，对于 n > n (6)， 有 


n i —1 


n(S) Z —1 

n 




⑻ + n 2 

E 

E R ⑻ 

/—1 k=0 


l—l k=0 

i 1 

/=n(rf) + l fc=0 | 

1 




n 2 


71*(5) Z 1 


E E R (^) 




n 2 


1=1 fe^O 

n(S) I—I 


1 



n 2 



/—l 


E r w 


n (6 )+l 


fc =0 


E E R ( fc ) 


k —0 




以及由于 n ⑷ < oo , | R (0)| ^ Const ， 故 


limE 

n 


n 


n 




k=l 


2 
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再由于 △ > 0的任意14,这就证明了蕴涵关系 

这样一来，所考察的模型 M 4( l ) 在下列含义下是“遍历的”：时间均值& (在 

L 2 ) 中收敛于值"，或者还可以说，收敛于总体均值.（关于“遍历性”、“混合”、“遍历 
性定理”的一般概念，参见例如 [439; 第 V 章] .) 

这个“遍历性”结果从统计的视角来看的重要性是完全清 楚的； 它论证了用观 
察值 h u h 2 ，… 所构造的时间均值来估计均值的可能性.显然，“遍历性”在论证样 

本估计的统计方法上不仅是对均值,并且也对其他统计特征，诸如各阶矩、协方差等 
等，都起着关键作用. 


5* 我们记得，按照协方差 CMh n ， h m ) 可用下列公式来定义相关系数 Corr ( h nj h m ) 


Corr ( h n 7 h m ) 


Cov (/ i n , h 




( 10 ) 


由 Cauchy-BunyakovskiK 不等式得到 |Corr(/i n , /i m )| ^ 1. 

在平稳情形下， Cov ( h n ， h n+k ) 不依赖于 n . 把这个量记为 R ⑻,并令 


— Corr (/ i n , ^ n + fc ) 


m 

R (0)， 


我们由⑺求得，在模型 g ⑴的情形下， 


k 


0, 


p ( k ) 




+ 的’ 


k 


0, 


A : > 1. 


值得注意的是，如果令^ = 6 i /6 0 , 那么我们求得 


P ⑴ 


0! 


(1 M ) 


+ 19? 


(1M) 2 ’ 


因而，不同的值 （01 和 1/01) 在这里允许有同样 的值 〆 1) 

6. 现在转向模型 AM ⑷： 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


hn 


fi + /3(L)e n> 


/3(L) — 6q + b\L + • *. + bqL^. 


容易发现， 



(14) 
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由公式 （14) 我们看到， MA { q ) 型的模式可（通过系数\的变化）用来尝试对序列 
h - ( h n ) 具有“量心和 h n + k 的相关系数当 k > q 时为零”的性态进行建模. 

注. 既然提到关于这样那样的模型拟合经验数据的问题，或者，如同我们上面所 
说的“对序列^ 的性态建模”，那么应该注意到下面提出的一般的作用原理. 

对于样本值心，…首先要建立某些经验特征，例如,样本均值 





E 、， 


样本方差 


样本斤阶）相关系数 






hn ) 2 , 


1 


(^) 


na 




k 


^ n ) 


i = fc+l 


样本偏相关系数等等. 

然后，运用逼近模型的对应的理论特征（例如，（ I 2 )和 (14)) 来改变参数（诸如 
(12) 和 （14) 中的\)，以使得经验特征与理论特征相拟合.最后，在终结阶段,基于经 
验特征的分布值与其理论分布的偏差，来导入拟合质量评估. 



模型 A ^4( g ) 以后的自然的一步是考察模型 MA ( oo )， 即有下列表达的 模型: 


hn 


y 』 Oj £ji — j « 


(15) 


当然，为使 （15) 中的级数收敛，需要对系数赋以某些条件.如果要求 



2 




(16) 


那么 （15) 中的级数将在均方意义下收敛 


在这一假定下， 


Eh 


M ， 


Dh 


E 衫 


(17) 


/ =0 


以及 


R(&) = > : bk+jbj 


k^Q 


(18) 


i=0 


£ 


在平稳随机过程理论中，关于对 /i = ( M 的极限照例说 ，、是 “当输人是序列 

时”，“带有脉冲传递函数6 = (~)的物理上可实现的滤波器的反应结果 
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尤其引人注目的是，在极限意义下,每个“正则”（广义）平稳序列=(、）可表 
示为满足性质 （16) 的形式 （15). 关于这个结果的确切陈述，以至所有联系着平稳系 
列有展开而变为“奇异”成分和“正则”成分（“正则”成分可表示为形式 (15)) 

之和的问题的整个复合体，参见后面的 §2 d , 以及更为详细的，例如， [439; 第 VI 章, 
§5]. 

§2 b . 自回归模型 A 丑 ( P ) 

1. 与 § ld 中的定义相对应，我们说,序列 h = ( h n ) n ^ 服从 p 阶自回归模型（模 

式） AR ( jp ), 是指 

九71 = Mn + (1) 

其中 

l^n = "t - a\hn — 1 + • . . + dphfi _p. (2) 

也可以说，序列 / l 二 （、） 服从 p 阶差分 方程： 

h n = «o + ciih n —i + • ■ • + Oiphn—p + cre : n , (3) 

借助于 §2 a 中引人 的算子 L ， 它可改写为下列 形式： 

(1 — d\L — — a p L p ) h n — ao + ( rs n ， (4) 

或者更紧凑的 形式： 

ft-n ~ ) (5) 

其中 —- 1 — Q >\ Ij ... — dp ~ L / P ， tVfi 二 1 CLq ( TSfi . 

在 n > 1 的情形下，为了用差分方程⑶完全描述序列 /I =(、）的演变，正如 

在 § ld 中所注意到，还要给定初始条件 ( hppM — p ，… ， h Q )- 

经常假定 h x . v 二…二知二 0. 也可认为它们是随机的，不依赖于值序列 
….在“遍历性”情形下，当 n — 00时，、的渐近性态不依赖于初始条件，并 
且在这一含义下，它们的具体化并非是相当本质的.（尽管如此，在下面的叙述中，我 
们仍将明确说到关于初始条件的所有假定 .） 

在下面的图19中，引入了自回归模型乂丑(2)的计算机仿真. 

2. 我们先详细考察简单情形 P = 1，其中 

h n = o>o + 1 + <7 S n . (6) 


这种情形与一般的模型类的区别在于，在⑶ 中对、 有影响的“过去”的量 
h n - u h n _ 2 ，…， h n _ p 中只有（按时间）最近的值 
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


图 19 服从4甩2)-模型‘ = ao + aih ^ l + a 2 h 7 l ^ 2 + cje 7 l 的序列九= 々 n ) 的计算机仿真图像，其 

中参数 do = 0, ai = -0.5, a 2 = 0.01, a = 0.1; / i 0 ="】= 0; 〜〜，(0, 1) 以及2彡 n 彡 1000 


如果 e = ( e n ) n > l 是独立随机变量序列，知不依赖于 e = ( e n ) n ^ u 那么序列 
h = ( hn ) n ^ i 将是构造给定的 Marto ; 链的经典例子•由⑹中的递推方式,我们求得 


/in = a 0 (l + ai + •.. + a ^ _1 ) + a \ L h 0 + cr ( e Tl + aie n _! + . •. + a ^ ei ). (7) 

由此可见，序列 /i = 的性质本质上依赖于参数值〜，这时可分为三种情形: 

l ^ i | < 1, | ai | = 1以及 hi > 1，其中=1的情形起着某种“ 边界” 作用，其确切 
的意义将在以后的叙述中明确. 

由⑺我们求得，对于 n - k > 1 , 

E"n = a?E"o + ao(l H- a\ + •.. + a? !)， 

Dh n = a^Dho + (J 2 (l -f a? + • • • 4- af 1 — 1 ))， 

Cov (/ i n , h n — k ) = a^ n ~ k DhQ + < r 2 a^(l + af + . •.十 af ( n_fc_1 )). 

由这些公式可见，在 M < 1 和 E \ h 0 \< oo 的情形下，当 n — oo 时， 

Eh n = < E " 0 + a °^ ~ Q ^ — —^ — 

X _ Ci \ 1 一 CL \. 

并且(如果 D/ia < oo ) 


Dh u = af n D/io + 



a 2 



Cov (/ i n ? / i n 一知) 


G 2 a \ 
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在这一情形 （| ai | < 1) 下，序列斤 二 当 n 4 00 “ 被平稳化”，尤其是，如 
果/ I 。的初始分布是高斯分布， 


ho 




ao 


a 


2 


ai 




那么/ 1 = ( h n ) n ^ 0 形 成平稳 （既是广义的，又是狭义的）高斯序列，且 


Eh 


ao 


n ~ In ， 


Dh 


a 


2 


n — i o 

1 一 Cli 


⑻ 


以及 


Cov(/i n? h n -^-^ 


a 2 ai 




a 


2 


⑼ 


我们记得， 狭义平 稳性理解为对于所有允许的 m 和 fc , 满足下列性质 


Law(/io, hi ， 




771 


Law(/i fc ， /ii+fc 


， " m + fc ) 


而广义 平稳性意味着 


j hj ) = Law(/i^+/j ； ， hj+k)- 


如果 


/?(/?) — Corr(/i n , hn—k) ~ 


Cov(/l n , Z^n+fc) 

〜 /D/l 7x0/172+fc 


那么由⑻和⑼我们求得，当 | ai | < 1时， 


p { k ) = (10) 

即值心和 K + k 之间的相关系数以几何方式递减于零. 

如果把表示式 （7) 与上节中的公式 （2) 相比较，那么可以察觉，对于每个固定的 
71 ， mmAR ( l ) 中的值、可解释为有 q = n-l 的模型 M 4 ⑷的对应的值 / i n . 在这 
一意义下，有时会含糊地说，“模型可看作模型 MA ( oo ).” 

在模型乂叫1)中，情形 M = 1对应经 典的随机游走（比 较第一章中的 § 2 a ， 它 
讨论 随机游 走假设 和有效市场概 念).如果比如设 W 二1，那么 

h n = aQn + /io 十 + _ *. + 5 n ). 


由此可见, 


以及 


E / i n — aon + Eho 


cy 

Dh n — a n — ^ oo ， n — oo. 
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情形1^1 > 1是“爆炸”情形（其含义为，例如均值 E & 和方差 D & 都随 n 的 

增长而指数增长). 

3. 我们现在考察 p = 2的 情形： 

~ ^0 + + Cb2h n -2 + <J€n. ( 11 ) 

借助于上面引人的算子 L ， 这个差分方程可表达为下列 形式： 

(1 ■ ci\L — = ao + (7£ n . (12) 

如果 a 2 二 0, 那么对应的方程 

(1 — ch \ L^hjfi — cto H - o~£fi (13) 

恰好就是上面考察的4及(1；)的情形. 

令 w; n = a 。 + cre n , 于是 （13) 有下列形式： 

(1 — ( iiL^hji — Wji ^ (14) 

并且对这个关系式“求逆”，自然就有可能对“输人信号” ( w n ) 来求得值 

基于算子 L 的性质（参见 §2 a 中的第2点)，我们求得 

(1 + aiL 4- a \ l ? + --- + a \ L k )(l - a x L ) = (1 - a ^ l L k+1 ). (15) 

对关系式 （13) 的两端作用算子 1 + aiL + a \ L 2 +…+ a \ L k . 于是，考虑到 (15), 我 

们得到 

h n = (1 + ci\L + cii - L ^ +， . * + a ^ L /^) w n - f - 1^十: h n . (16) 

在这里令 k = n — 1 和+ cT € n , 我们得到等式 

h n = (tto + (J£n) + CL\ (<2q + — 1) + * ' ' + CL^ (a。+ CT^l) 4 - (IT) 

它恰好重合于以前求得的表示式 （7). 

当 A : = n - 1时，由 （16) 并考虑 （14), 我们看到 

h n = (1 -( - d\L - {- -h * * ■ ~h iL n i)(l — ctiL ) h n - f - cl ^ Hq . (18) 

如果 | ai | < 1，且 n 充分大,那么近似地有 

h n ^ (1 + cl\L + ci ^ L /^ + … . + a ? 1 Z/ Tl ~ 1 )(l 一 ciiL ^ h n . (19) 

这样一来，就可看得很清楚，“逆算子” （1 - a , L ) 1 自然应该定义为算子1 + ai L + 
a \ L 2 + … + a ^ L n 当 n — oo 时（在适当的意义下）的极限.（与对于 | z | < 1的代数 
表示式 （1 — z)~ l = 1 + 2 ； + z 2 + • •. 相比较 .） 
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这些引导性的思考可以例如用下列方式来形式化. 


我们考察平稳序列忑 


("n): 


hn 


E-i 


W n 


( 20 ) 


(级数在均方意义下收敛).不难看到 7 ( k ) 是差分方程 （14) 的解.我们指出，在具有 
有限二阶矩的平稳解类中，这个解是唯一的. 


设办 


{ h n ) 是另 


个平稳解.于是由（16)， 


h 


n 


y ^ a { w n -j + a \ 


fc+i 


九 n _( fc 十 1) ， 


( 21 ) 


而这意味着当 A ： 


oo 


时， 


E hn 




w 


Tl — J 


af^Ehl^ k+1 ) =af^Ehl 


0 


( 22 ) 


j =0 


由此和由 （20) 得到，方程 （13) 的（具有有限二阶矩的）平稳解存在且唯一 ■ 

4 . 所引入的讨论指出，通过怎样的途经可对差分方程 （12) “求逆”，使得可按照 

序列 ( w n ) 的值来得到序列（、）的值. 

由于对任何 A ； l , A 2, 有 


(1 


AiL)(l 


X 2 L ) 




1 —( 入 1 + 入2)*^ + 入 1入2^^， 


(23) 


故通过方程组 


Ai + 入2 
入1入2 = 


«1， 

^2, 


确定 A l 5 A 2 ，我们得到 


(24) 


d\L _ 




(1- AiL)(l 


ML ) 


(25) 


由（24)， A : 和 A 2 显然是下列二次方程的根: 


A 2 


Gtl A _ Cl 2 




0, 


(26) 


即 


Ai 


ai + 


a \ + 4 a 2 


2 




入 2 


ai 


a \ 4 - 4 a 2 


2 


换句话说，入 i 


之 1 


\ A 2 


Z 2 -\ 其中是下列方程 的根: 


r\ 

1 — a\z — a^z — 0 , 


(27) 
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而代数表达式1 - ay - 化 2 2 就是由算子表达式1 - ai L - a 2 L 2 对应替换 L — z 来 
得到的. 

考虑（25)，方程 （12) 可重新记为下列 形式： 


(1 


AiL)(l 


\2L)h 


n 




由此，在两端“乘以” （1 


a 2 ^) 



\ iLy \ 我们求得 





X 2 L )- l ( l - X 1 L )- 1 w n . 


(28) 


如果 Ai ^ A 2 , 那么我们就纯形式地得到关系式 


1 


(1 一 AiL)(l 


A 2 L ) 


(A 


入2) 


入1 


入2 


1 




1 


X 2 L 


(29) 


因而， 


h n 


Ai 


Ai 


入2 



入 iL) _1 xu 


入2 


71 


Ai 


入2 



A 2 L ) 


一 1 


W 


71 


(30) 


假定 | Ai | <1,2 = 1,2,或者等价地，假定特征方程 （27) 的根在单位圆周 之外， 我们 
求得 


(1 


AiL )- 1 


1 +入』+入江 2 +…， 


I 


1，2, 


(31) 


而根据 （30)， 这意味着方程 （12) 的 （具 有有限二阶矩的）平稳解有下列 形式: 


h 


n 


Em + c 2 >4 v 


n — j 


(32) 


3=0 


其中系数 


Cl 




入 1 


V 


C 2 


入 2 


a 2 


Al 


(这个解是方程 （12) 的唯一平稳解,其证明与对于方程 （13) 的证明一样 .) 

5. 最后，我们转向一般模型乂丑⑼： 


hn 


flO + fli/i 打 — 1 + … • + Clphfi — p + 


(33) 


或者设 w n = a 0 + K n ， 有 



a\L 


a 2 L 2 


a p L p ) h n 


切 n- 


(34) 


遵循在 P 


1 和 p 


2 情形下运用的同样的方法，我们考虑“因式分解” 


aiL 


a 2 L 2 


a p L p 





X l L )( l - X 2 L ) 


_ ■ # 



X P L ) 


(35) 


(其中 i 


1, 


• « « 


P, 互不相等). 
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如果|\| < 1, i = 1，…， p , 那么由 （34) 我们求得在具有有限二阶矩的解类中的 
(按时间）“来自” - oo 的唯 一解： _ 

h n ^(l - AiL )- 1 ... (1 - XpL ^ Wn . (36) 

数 A l 5 A 2 ，…，是下列方程 的根： 


A p 


aiA^ 


一 1 


a p—l 入 一 dp 


0 


(37) 


(比较 (26)). 运用等价形式，可以说， A , = zr 1 ， 其中 


是方程 1 — a\z — a^z 1 


a p z p 


0 的根（比较 (27)). 


如果这个方程的所有根都在单位圆周之外，那么我们就得到平稳解 /I 
为了得到 （30) 或 （32) 类型的表示式，我们考察分解式 （29) 的类似 


(h n ) 




Cl 


(1 — Ax* * ■ (1 _ XpZ^ 


Ai ^ 


十 


+ 


C P 




(38) 


其中 Cl ，…， c p 是待定常数. 

在 （38) 的等式两端乘上 （1 
于所有2：满足 


Aiz ) 


■ •国 



A p ) ? 我们看到，常数 Cl 


c p 必定对 


P 


E 


Ci 



(1 


\kz) 


(39) 


% 


l^k^p 

k^i 


这个等式对于所有 z 都满足，尤其是对于2 

C U - . ,c p 的下 列值： 


Ar 


，之 


A ； 1 满足； 由此给出 


Ci 



一 1 


— Ajt ) 

k^i 


(40) 


(我们察觉 Cl +…+ 


1. 


由（ 36 )， （38) 和 (40), 我们得到 


九 n 


入 i + • * • + CpX ^ Wn—lj 


(41) 


它把 （32) 推广到 p > 2的情形. 

表示式 （41) 使得有可能来计算序列 /I =(心）的各种数字特征，诸如 E /4 协方 
差， 条件数学期望 E ( h n+k \^ n ) (^ n = a (- ■ - ，…，叫 )） 等等， 

在平稳性假定下，矩 E 、 三/ X 容易直接由 （33) 求得： 


jJL 


a 0 

1 — (ai + • • • + a p ) 


(42) 


至于协方差 R ( A :) = Qom ( K , h n+k ), 则由 （33) 也可容易求得对于 A : = 1，2,…，有 

R (/ j ) = d \ R ( A ; — 1) + … • + dpR ( A ; — p ). (43) 


如果 fc = 0,那么 

R ⑼= ai R(l) + ■ ’ • + flpR(p) + <T 2 . (44) 

对于相关函数 p ( k ), 也有同样的方程 （43) 和 （44) 成立，它们就是所谓 Fw / e - 

Walker 方程 （ G . U . Yule , G . T . Walker ; [271]). 

6. 自回归模式 4 丑 0?) 的统计的中心问题之一是⑴和⑺中的参数61 = ( a Q ， 
a u …， a p ， a ) 的估计， 这里现在为了确定起见，我们将认为是已知常数. 

如果假定广义白噪声£ = 是高斯噪声，那么基本估计方法是最大似然法. 

根据这一方法,参数0 (在观察值为 / n , /1 2 ,…，心的条件下）取值为 


0 n = argmax^(/^i, h 2 , …， h n ) 7 

u 

其中 Mh ， h 2 ，，-.， h n ) 是 (高斯）向量 { h U h 2 ，…， hn ) 的联合密度. 

与最大似然法相联系的一般原理可以以4丑(1)为例来说明，其中、=«0 + 
aihn^i + cre n , 并且将认为是已知参数 （cr > 0), / i 。 = 0, n 彡 1. 

由于这里0 = ( a 0 , ai )， 故 



不难看出， mfO ^ iao ^ ar ) 可转化为由下列函数的最小值条件来 得到: 




解这个线性方程组,我们就求得如 和心. 

我们把注意力集中到参数 ai 估计量屯= Mhir -- n > 1,并为了简化叙 

述，认为参数如已知 （《◦ 二 0), 而 tr = 1. 

在这些假定下，、= ai / i n _i + e m 并且由 （45) 我们求得 


Si 


IZk^i h k-ih k 


EH 



也就是， 
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令 







k 


序列 Af 二 ( M n ) (对任何参数值〜）是鞅，其平方特征为 


(M) 





k 


因此，如果^是原来的未知参数值，那么 


ai 



(46) 


由这个表示式我们看到，最大似然估计量^是强相容估计， S 卩，当 n 4 oo 时， 
以概率1有心 — a 1; 这是因为 〈 M〉 n — oo ( P - a , s .)， 并且根据对于平方可积鞅的强 
大数定律 （ [439; 第 VII 章， §5]; 也可比较 §lb 中的 （ 12 ))， 



m 


^0 


( P - a . s .). 


如果在所考察的情形（如 = 0, a = 1) 下， \ mFisher 信息 


,n(a ： L) 


E ai 


/ d 2 In P ai (/nr - , h n ) 

l da i 


其中 E ai 是对测度 

P^i — Law(/ii， # # * j hn 0 — d \) 

的数学期望，那么我们求得 

n 

,n(ai) = E ai (Af) n = = E a H 

fc — 1 


利用上面对于和 Dh k ^ 所引入的公式，我们得到 


n 


a 


2 ^ 


\ai\ < l, 




n 


2 


2 ， 


ai 



n 


l ( a ? 


I ) 2 , 


|ai| > 1. 


(47) 


正如我们所看到的，情形 = 1 在某种意义下，是特殊的“边界”状态.在这 
一情形下， /i =(、）是随机游走（比较第一章中的 §2 a : 随机游走假设和有效市场概 
念).当 | ai | ^ 1 0 t , 对应的序列 h = (/ in ) 是 Markov 序列.这时，在情形| 0 ^| < 1下， 
当 n — oo 时，序列 h =(、）被“平稳化”. 


这点说明了在序列 /I = (/ o 的统计中，为什么人们要对求解下列问题尤为 注意: 
两个假设 

|町| 二 1 或者 H x : |ai| > 1 

中的哪一个更有可能？ 

在计量经济学的文献中，其中包括那些有关金融模型的文献，与是否有 | ai | = 1 
相联系的一系列问题常称为“单位根 （unit root ) 问题”. 

我们（不加证明，其详情例如可在 [445] , [452] 以及在这些著作中所引的相应文 
献中找到）介绍某些关于偏差& - 的极限分布的结果. 

定理 1. 当 n —* oo 时， 

{ 0 ⑷， Wi\ < 1 , 

H ai (x), |ai = 1, (48) 

Ch ( x ), |« i | > 1, 


其中 f ifi { o 3 i )( y ) dy 是标准正态分布， Ch ( x ) 是密度为 

— oo 7 T (上 + X ) 

分 布以及 H ai ( x ) 是随机变量 


的 Cauchy 



的分布， 这里 （ W ( s )) s<1 是标准维纳过程（布朗 运动； 参见 第三章 §3 a ). 

值得注意的是，当 | ai | # 1时，极限分布密度关于零点 对称. 然而，分布密度 
H ai ( x ) 是非对称的. （这点容易由观察到 P ( W 2 ( 1 ) - 1 > 0) / i 而发现 

下列结果指出，借助 于偏差 ( ai - a x ) 的随机正态化 （其含义在于运 用随机 Fisher 
信息 { M ) n 来取代 Fisher 信息 7,(^)), 可以仅仅得到两种极限分布，而不再是 （48) 
中的三种. 

定理 2. 当 n — oo 时， 



其中 R f ai ( x ) 是随机变量 



的概率分布. 
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最后，除了随机正态化以外再运用序贯最大似然估计量，就导致唯一的极限正 
态分布. 


定理 3. 设沒 > 0, 





inf{n ^ 1: ( M )^ ^ 9} 


以及 


Sl(T ⑻) 



T (°) 
k = 


1 ^ k — l^k 


u 2 

n k-l 


是序贯最大似然估计量.那么对于任何值 W G IR ， 


lim P 



|yW)r(^[ai(r((9)) -a x ] 






(50) 

(51) 


(52) 


我们把这个结果与断言 （48) 作比较. 

如果原来的时间参数是“时间” ％那么参数0可看作根据随机 Fisher 信息 （ M > 
来确定的“新的”、“运作”时间.我们察觉， Fisher 信息改变较小的（大）时间区间， 
在“新的化时间”中对应较小的区间，反之也一样.因此，在“新的”、“运作”时间中, 
信息流变得均匀一致，在这个“新的” 士时 间中，所获得的数据变得有“同等价值”， 
在某种意义下对于所有参数值 h 来说“同分布”，并且归根 到底， 确立了极限分布是 
唯一的和正态的. 

关于“新”时间的有关问题我们以后在第四章 §3 d 中再来 讨论； 在那里我们将 
针对汇率数据的“平坦化”，来足够详细地阐述这一时间转换的含义,其中周期特征 
以其“地理”成分性态清晰可见. 

7. 关于最大似然估计量的性质的补充信息可由下列结果得到（参见[258]， [445] , 

[452]). 

首先是 

sup E ai |ai — ax I — > 0, n —► oo . 

dx 

其次，设 U ( ai ) 是估计量 i 的类，对于它的偏移 


b ai ( ai ) = E ai ( a ! - a ,) ^ Q , 



以及 



(«i) 


— 0, 


n — oo . 


(最大似然估计 量心当 hi / 1 时属于类 C /( ai ).) 

对于 | ai | 一 1，最大似然估计量屯在类 U ( ai ) 中按下列意义渐近 有效： 对于所 
有 Si e U ( ai ), 

— EgAMUa.-a,) 2 ^ 
n E ai {M)~{ar - aj 2 、 . 


对于 hi < 1 (“平稳”情形)，估计量屯也在通常意义下渐近 有效： 对于所有 

ai G U(a x ), 

— DaiSl ^ ^ 

lim ^^ 1- 

71 •Jai 

序贯最大似然估计量具有下列渐近一致 性质： 当0 4 OO 时， 

sup sup 

|ai|^l ^ 

sup su 

§2 c . 自回归移动平均模型 ARMA ( Pj q ) 和整合模型 ARIMA { p , d , q ) 

1. 这些模型体现了上面考察的两种模型 AM ⑷和仙 ( p ) 的特点，使得构造模型 
时有足够广阔的可能性，来“很好”说明统计“原材料”的概率本性. 

与上面一样,假定有给定的渗透概率空间⑴，多，(多 n )， P ), 其中目前方便地认为 
麥 n ~ ^(* * * ) I ? ' j ^ n ) 联系着（广乂）“白噪声” S = (^ n )- 

根据定义（比较 § ld ), 序列 /i = ( M 为 A 丑 MA 模型，是指 

"n = "n + (1) 


P 


ai 




I 

a± ^ x 

fP 



^( x ) 


0, 


p P 


ai 


{^/ (^) r (6)[ ai ( r {0)) 


ai ] < x 



^( x ) 


0 


其中 

I 

Mn = (^o + ai" n _i + • ■ • + a p h n - p ) + (bis n -i + & 2 ^n -2 + -.. + b q e n - q ). (2) 

不妨害一般性，值 a 可假定为已知并等于 1: a = 1. 于是由⑴和 （2), 我们求 
得 

h>n _ (fli Jx-fi—i 十 *.. + (Xphji —p) 

=ao + [e„ + bi£ n —i + b2S n —2 + .. • + b q £ n ^ q (3) 

或者 

a(L)h n = a 0 + 0{L)e n , (4) 

其中 

a(L) = l~ ai L - a p L p t (5) 

以及 

P(L) = l + 6!L + -*- + 6^. (6) 

我们注意到，在 g = 0 的情形下， 


a ( L ) h n = w n , 
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这里扣 n = a 0 + e n , 即，我们得到4 丑 ( P ) 模型.（比较 §2 b 中的 （5).) 

同样，在 p 二0的情形下，关系式⑶取下列 形式： 


h n — Gq ~h 3( L ~)£ n ， 

BP , 变为 MZ ( g ) 模型.（比较 §2 a 中的⑷.） 

由 （4) 通过形式求逆，我们求得 


h n = fi-h 


P ( L ) 

a { L ) 




其中 



_ Oo _ 

1 — (^1 + … .+ dp ) 


⑺ 


⑻ 


⑼ 


(假定 ai +…+ a p 参 1 ). 

现在转向方程 （3) 的 （ L 2 类中的）平稳解的存在问题.由 （8) 和上面 （在 §2 b 的 
第 5 点中）的讨论得到，“平稳性”由算子 a ( L ) 的性质所决定，即由乂丑模 
型的自回归成分所决定. 

如果 §2 b 中的方程 （37) 的所有根按其模都小于1 (对此必须有 w + ••• + % ^ 1)， 
那么这时对这个模型（在 L 2 类中）存在唯一的平稳解 (h Tl ). 

由 （8) 我们得到，对于平稳解， 


Ehn 二 


__ 

1 — (ai + …十 a p ) 


( 10 ) 


(比较 §2 b 中的 (42).) 

由⑶不难求得，对于 k > q 的协方差 R ( A :) = Coy { h n , h n ^ k ) 满足关系式 


R(/c) ^ (i\ R(fc — 1) + …•十 — p ) 3 (11) 

它与在模型乂及 ㈦ 的情形下一样.（比较 §2 b 中的 (43).) 

2. 我们考察模型4丑 (1) 和 AM ⑴的下列组合 4 i 2 AL 4( l ， l ) 来作为 说明： 

— a]_ /1 打 —1 = G() + 1 • (12) 


我们将假定 | ai | < 1 (“平稳性”).在这一情形下， 


a(L) - 1 - aiL, (3{L) = 1 + hL, 


(13) 
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以及⑻取下列 形式: 


"n 


a 〔) 


dl 



^ b\L 
1 — CL \ L 


£ 


ao 


ai 





(1 



biL)e 


n 


k =0 


ao 


ai 


+ («i 4 - 6i) ^ ^1 ^n—k H - 


k 


由此直接求得 R ( fc ) 二 CoH k ) 满足下列关 系式: 


(14) 


由此得到 


以及 


m 

R ⑴ 


aiR ( A : 


1)， 


k ^ 2, 




a i R ( o ) + ， 


R (0) = aiR ( l ) + (1 + a \ b \ + b \) 


R (0) = Dh 



2 fli b \ -|- 6^ 


1 


a 


2 


P ( k ) 


m 

R (0) 


(1 + ai 6 i)(ai + b \) k _ x 

_ l + 2ai6] +6? fll 


(15) 


(16) 


在拟合具体的统计数据时，试图利用模型乂仍 a 4( l ， l ) (以至更一般的模型 


ARMA ( p , q )) 0^重要的是要注意到, 
几何方式递减. 



l « l | < 


时，相关系数随着& 


oo 


而以 



0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


图20服从乂 / EA />4(1 ， 1 ) 模型 / i n = ao + ai / i n —i + bien—i + C 7 e n 的序列 /i = (/ i n ) 的计算机仿真图 
像，其中参数 a 0 = -1 ， w = 0.5, 6】= 0.1 ， a = 0.1; h 0 = hi = 0; 以及 2 彡 n 彡 1000 
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3. 上面考察的模型已得到充分研究和成功应用，主要用来描述平稳 
时间序列.在时间序列 x 二 （ x n ) 中有 非平稳 性的情形下，有时简单地取差分 △: r n = 
x n — x n -! 或者 d 阶差分就可成功地得到“较”平稳的序列 A d a : = ( A d x n ). 

对此联系下列 术语: 我们说序列 I =(〜）是模型，是指 A 吆二 

( A d x n ) 形成4凡模型. 

在一种符号形式下，这可表示为下列样式： 

A d ARIMA { p , d , q ) = ARMA { p , q ). 

为了揭示这一模型的含义，我们考察它的特殊 情形： mmARIMAiQ . hl )- 这意 
味着 A 〜二、，而（心）服从模型即， 

="十（&0 + 



图21服从乂 /?/ Mj 4(0, 1, 1) 模型 △: r n = fi -\- bi £ n~i + bo£ n 的序列; r = ( x n ) 的计算机仿真图像，其 

中参数 /i = 1 ， 6 i = 1, 6。= 0.1; xo = 0 

如果引入求和算子（“积分”或“整合 （ integration )” 算子）它由公式 S ^ A ™ 1 
来定义,或者等价地定义为 

S = 1 L - Z > 2 + '■■ = (! — L ) 1 , 


那么形式上可记为 

二 、 Sh ) n ， 

其中 h n = (bo 4 - biL)£ n = p + boe-n + b \ E n - i . 

这样， ^ 就可看作服从模型 M 4( l ) 的序列 /i = 队）的“整合”结果，它也 

说明了 这一称号的来源： 


ARIMA = AR + I^r MA, 
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其中字母 J 来自 “Integrated (整合)” • （比较图 18 和 2 1.) 

正如已经注意到，这些模型在 Box-Jenkins 理论 [53] 中被广泛运用.在金融数据 
统计中应用这些模型的更多的资料例如可参见 [351]. 

§2 d . 线性模型中的预测 

1. 在本节的引言中，曾注 意到， （根据“过去的”数据）构造概率统计模型不是一 
个自我 目标，而是归根结底它对于给出“未来”价格运动的预测是必要的. 

在极为稀罕的情形下，才可能根据“过去”数据给出无误差的预测.（这样的局 
面例如为所谓奇异平稳序列所 固有； 参见后面的第 4 点，以及详见例如， [439; 第 VI 
章] .) 

当然,典型的情形是，在给出这样那样的预测时，我们不可避免地定出某种误差， 
它的大小确定了基于所得到的预测所作决策的风险程度. 

2 . 在线性平稳模型中，有一种精心制作（和漂亮的）（均方意义下） 最优线性估 

计量构造理论；它主要是在 A. N. Kolmogorov 和 N. Wiener (维纳）的著作中发展起 

来的. 

正如我们在上面看到，许多被考察的序列可表示为 单边移动平均 形式： 

OO 

hn = > : Clk6n—k^ ( 1 ) 


其中£ | a fc | 2 < oo , 而某个“基底”序列 e = (^)是广义白噪声.（对于模型 MA ⑷， 

0 

MA(oo) 参见 § 2 a 中的 (15); 对于模型参见 § 2 b 中的 (41); 对于模型 
ARMA(p, q) 参见 §2c 中的⑻.） 

为了叙述有关这样的序列的外推的结果，我们需要某些记号和概念. 

如果《= ( 匕） 是随机序列，那么记％ = CT (…是由“过去的”仏，< 
n } 所生成的 a - 代数； 多 = \ J 罗 i 是所有量（二 （60 所生成的 a - 代数； 祀是量 
{心，< n } (在 L 2 中）所生成的闭线性流形歹(…， Un )， 以及略 是所有量 
e = (^ n ) 所生成的闭线性流形， SP , 丑 i = k < OO ), 

设 n = niu ) 是具有有限二阶矩的某个随机变量， Er ] 2 ( uj ) < oo . 我们提出根据观 
察序列€来估计随机变量的课题. 

这里最为流行的是下面两种方法. 

如果值（… , Cn - l ， W 是应当观察的，那么在第一种方法中， 取所有 巧-可测估 
计量‘作为估计量,然后在其中 取最佳（最优） 的‘，它达到均方偏差的最 小值： 

E l^? ~ Vn\ 2 ^ inf E|t? - rj n \ 2 . (2) 

r] n 

如所周知，在这一意义下的最优估计量有下列 形式： 

In E(ry I ^), 


⑶ 
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其中 E ( + ) 是条件数学期望，它一般来说，是观察值 (•■• 的非线性函数. 

(对于充分广的随机过程类的最优非线性滤波、外推和内插问题例如在 [303] 中讨论 .) 

在另一种我们现在关注的方法中，被考虑的仅仅是线性估计量 ，即祀 中的函 

数，而埯的元素（按照定义）或者是量{6, k ^ n } 的有限线性组合，或者是它们的 
L 2 - 极限. 

类似于（2)，量 r ? 的最佳（最优）线性估计量€丑!，它使得 

E h — A n | 2 =~inf E \ r ] - X n \ 2 . (4) 

这时,对于 L 采用下列记号（比较⑶)： 

U (7?| i ^)， (5) 


其中十 ） 是广义条件数学期望. 

3. 我们回到 k ( n 彡 1) 的（线性）预测值问题上，其中序列 h 可用公 

式 （1) 来描述，而所依据的“信息”是时刻0以前的.当所有“过去的信息”不是由 
h 二 ( h n ) n ^ o , 而是由£ = ( e n ) n ^0 生成时，即，考虑 

丑卜歹(… , e - U 6 0 ) 


时，这个问题的求解比较 简单: 

事实上 


h ^~ E ( h n \ H s 0 ) = E 




^k^n—k 


-fc + E 




这是因为对于 i > 1，有 

E^li/g) - E^(= 0), 

它容易由“白噪声” e = ( q ) 的成分的正交性得到. 

这时，不难求得外推误差为 


⑹ 


-1 



El/i 


E(M 邱 )1 


2 


Yl\ ak 


2 


k =0 


lim < 



~ |« fc | 2 (~ ^ n )' 

k=Q 


很明显 ， d < al +li 并且 
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由此得到，随着 n 的增长，“过去的信息”邱二义(… , e n - ue 0 ) 在预测量心的值 
中，作用变得“越来越小”，并在极限情形 （n — oo) 下，应该干脆取数学期望来作为 
最佳估计量，即在所考察的情形下为零. 

当然，外推问题不仅仅是对无限个值 0} 提出的，它也对某有限个值（例 
如 { e k J ^ k ^ O }) 来提出，这样更有意义.然而，应该注意到，这后一个问题在技巧 
上要比我们现在所考察的更加复杂. 

所得到的表示式为 

oo 

. - E (7) 

k—n 

它解决了量 k 根据（线性）“信息”甩（而不是包含在歹(… ， h — u h 0 ) 中的“信息” 
H ^) 的外推问题. 

当然，很明显，如果假定 

两二邯， ( 8 ) 

那么至少在原理上，由 （7) 也可得到形为 f a k h ^ k 的对应估计量 E ( hM ). 

k=n 

4. 联系所作的假定 （1) 和（8)，这里适宜再提起某些平稳随机序列理论的一般 
结果. 

设€ = (60 是某个（广义）平稳序列. 

每个元素 r? €： H (0 可表示为两个正交成分之和的 形式： 

q §( ㈣ )) + [/? 為剛]， 

其中^⑹二 ^ n Hi 是包含在“无限远过去”中的（线性）信息 •以 R (0 表示形为 
f ]~ B (7]\ S (0) 的元素集合，其中 r? 6 我们求得,集合_本身可表示为正交 

和： H ( C ) = s (0 eR (0^ 

平稳序列 C 二 （Cn) 称为正则的，是指 H ⑹= R ⑹， 而称为奇异的，是指 H (^) = 

柳 • 

条件 H (^) - 5(0 的直观含义非常 清楚： 它意味着由序列 （ 的值所提供的所有 
信息，“位于无限远过去”.因此，奇异序列也称为纯决定的或者完全决定的.当子空 
间 5* ⑹=0，即//(《）=丑⑹时，序列 （ 称为纯不决定的或者完全不决定的. 

所引入的概念的内容在下列结果中揭示. 

命题 1. 每个非退化广义平稳随机序列^ - (^)有且仅有唯一的分解 

= Cn + C. 


其中 r =⑻）是正则序列，而=⑻）是奇异序列；这时， r 和 e 是正交的 
(Cov(^,^) = 0对于所有 n 和 m 成立). 
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(详情参见 [439; 第 VI 章§ 5 ].) 

我们引入下列重要的 

定义. 随机序列 e = 称为对于€ = 的更新 序列，是指 

a ) £ = ( e n ) 是广义白噪声，即 Ee n = 0, Ee n e m 二0, n / m , E | e n | 2 = 1; 

b ) Hi ^ H e n 对于所有 n 都成立. 

术语“更新”的直观含义 在于： 由序列£ = ( e n ) 的元素的正交性， E n+1 可看作那 
种（“新的”） “ 更新” 了包含在巧中的信息的信息，并给出了形成 H ^ +1 的可能性. 
既然祀=%对于所有 n 成立，故同样有 、 +1 也“更新”了祀中的信息.（比较 
第一章中的 §2 a , 其中考察了随机游走假设,并讨论了有效市场的概念 .） 

下列命题建立了上面引入的这些概念之间的联系. 

命题 2. 非退化序列《= (( n ) 正则的充要条件为可求得这样的更新序列 e = ( e n ) 

以及数 { a k ) k ^ 0 , 满足 | afe | 2 < oo , 使得 ( P - a . s .) 

k=0 

oo 

Cn . ~ ^ : ^ k^n — k - (9) 

k=0 

(证明参见例如 [ 439 ; 第 VI 章， §5.) 

由上述两个命题直接导出 

命题 3. 如果 ( 匕） 是非退化平稳序列，那么它 有奶^展开： 

OO 

Cn = C + 〉 ^ (Xk^n — kj (10) 


其中史 4 < oo 以及 e = (e n ) 是某个（对于 《e r 的）更新序列. 

fc =0 

5. 如果假定序列 /i = (M 有带（对于 /i 的）更新序列 e 的表示式⑴， 

那么 ' 



由（6)，它意味着， 




其中后一个等式是由二丑。对于所有 n 都成立而得到的. 

公式 （11) 在原理上解决 r 根据“过去的”信息 k ^ O } 对值 / i n 作最优线性 
外推的问题.但是，这里自然产生下列两个 问题: 什么时候序列&二 （M 有带更新序 
列 e 的表示式（1)，以及怎样求得 （11) 中的系数心. 
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第一个问题的答案包含在命题2 中： 序列=(心）必须是正则的.这里有著名 

的 Kolmogorov 判别准则成立： 如果 h 二 ( h n ) 是有谱密度 f 二 /( A ) 的广义平稳序 


列，满足 



ln /( A)dA > 



( 12 ) 


那么这个序列是正则的. （参见例如 [439; 第 VI 章， §5].) 

6. 我们记得，每个带= 0 的广义平稳序列€ = (60 有 谱表示 





(13) 


其中对于 A G ^([~7 T ,7 r ]), ^ = <A) 是有正交值的复随机 测度： E^(A!)^(A 2 ) - 0, 

Ai n A 2 = 0 ; (参见例如 [439; 第 VI 章， §3]). 

这时，协方差函数 R(n) =‘ Cov (< efc +7 l ，心）有表示式 

R(n) - f e iXn F(d\), (14) 

J 一 7V 

其中谱测度 F ( A ) = E|^(A)| 2 . 

如果存在（非负）函数/ = /( A ), 使得 

F(A)= f fWd\ (15) 

Ja 

那么它称为谱密度.函数 F ( X ) = F ((- oo , A ]) 本身称为谱函数. 

这样一来，只要先验地已知原来的序列 /I =(、）是带满足条件 （12) 的谱密度 
卜 fW 的广义平稳序列，那么这个序列就是正则的，并且有带更新序列 e 
的表示 式⑼. 

7. 在上面考察的我们感兴趣的线性模型中 ，序列 h 二 （ h n ) 并没有给出谱表 
示，而是级数⑴的形式，其中 s 二（^)为某个正交序列，满足条件 E & 二0和 

EeiSj = Sijj 这里心是 Kroneker 记号： 


〜 j 


，当 


J ， 





0， 当 


以 j 


显然，序列 


£ 


{£ n ) 是平稳的，它的相关 协方差) 函数 


R“n) 



0, 



= 0 , 
¥ 0, 


(16) 


以及谱密度 


fsW 


1 


2丌， 


7T ^ A < 7T 


(17) 
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如果 h n : f ： an 并且系数似满足 f 1邮 

k ~0 k =0 


h = ( h n ) 的协方差函数 ^ 

R h ( n )^ r e iXn f h ( X ) d \, 

— 7T 


< 00 ,那么不难看出，序列 

(18) 


其中 


以及 


xA\ i2 


fhW = ^|^( e ' )1 


中( 




akz k . 


k —0 


(19) 

( 20 ) 


现在假定，级数 （20) 有收敛半径 r > 1，且 在区域 M < 1 中没有零点. 在这个 
假定下，最优线性预测的表示式 （11) 中的系数心的求值问题可用下列方式来 
解决（详情参见例如 [439; 第 VI 章， §6]). 

副（ 21 ) 

oo 

^ n ( z ) = J 2 a ^ k - ( 22 ) 

k=^n 

把心 ( A ) 展开为 Fourier 级数： 

( p n (\) = a ^ + a ^ ie -^ +^^(-犯）+ … . （23) 


设 

其中 


系数将精 确地确 定量、的最优线性预测 

OO 

E(h n \H^)^J2^k n)h ^ k ' 

k=n 


(24) 


这样一来，我们就有可能按照过去的值 {•*• 来构造值 / in 的预测，只 

要我们能够求得表示式 (23). 


8. 为了解释上面叙述的方法，我们考察对于平稳模型抓4⑷， AR ( p ), ARMA ( p , q ) 

的一系列 例子； 这里我们只限于某些值 P 和9引人预测公式.至于一般公式参见例 

如， [439; 第 IV 章， §6]. 

例1 (模型 AM ⑷)•设 

h n = f 3( L ) e n , (25) 


其中 


P(L) = bo + b\L + • •. + bqL q , 


( 26 ) 


即 


2 . 线性随机模型 
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Q 


九 n 


^ ^ k ^ n—k 


k=0 


(27) 


把这个表示式与 （1) 相比较，我们看到，对于0 < fc < g， 有叫=心，以及对于 fc > g， 

有办二 0. 

因此， 

Q 

Hz ) = j 2 b ^ k 

k^O 


以及 


Q 


^ n ( z ) 


^ b k z k , n ^ q , 


k—n 


0, 


n> q. 


从而对于 n < q ， 有 


^ n ( A ) = e' An 


ELn e ~ iXk h 

ELo r 说 b k 


(28) 


以及对于 n>g， 有心 (A) = 0. 

这样，如果 n > q , 那么在展开式 （23) 中所有系数 ‘ = 0,而这意味着，在这种 
情形下，最优预测 k = 0;这点并不使人惊讶，因为当 n > g 时，、与量如， hj ，…， 
中的每一个之间的相关系数为零. 

如果 g=l, 那么 


hn — ^QSn ~h ^i£n — 1 


以及 


^ i ( A ) 


e 


iX 


e~ iX bi 


h 


b 0 + e^ iX bi 6 0 + e~ iX b 


l 




1 以及令匕 = 0，其中 |(9| < 1，以保证 ^{ z ) -： 1 + 心在 


区域 U < 1 中没有零点.于是 


^ i ( A ) 


0 


1 + 6e~ iX 


^ E ( 



k 


(6e 


iX\k 


fe =0 


把这个展开式与 （23) 作比较,我们求得,对于 g 


fc =0 

1 和 


e 


一 Afe 


(―1产妒 


1，有 



a 


⑴ 

l 
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因此，对于模型廳(1)，值 h 根据“过去”的（…，/ 1-1^0) 的预测由下列公式 
来 确定： 


h\ ~ Gt^/io + 1 + .. • + )/ii— & + • •. 

= 0{ho — Oh—i + 炉 h—2 + .. * + (—l) fc 1 0 k 1 hi—k + . • .) 

oo 

= j 2 (-^) k o kn h . k . 

fc =0 

由此可见，对量的预测值有最大贡献的是“最近的过去”的值/10,而过去的 
值的贡献按几何方式递减 ( h — k 的贡献带有系数妒，其中 W < 1). 


例2 (模型乂丑⑼).我们将假定（比较 § 2 b 中的 (33)), 对于 -oo < n < OC , 有 

h n — ci \ h n —\ + .. * + dph n —p H - (29) 

这时，在因子分解表示式 （35) (§2 b ) 中，值 A ; 相互不同 ， i = l , ■ , p , 以及 | Ai | < 1. 

对应 §2 b 中的 (41), 方程 （29) 的平稳解有下列 形式： 

OO 

h n 二 (ci + * •. + CpXp ^Sn—k ) (30) 

k ~0 

即，在表示式 （1) 中， 

a fc = Ci A^+ -.. + c p A^. (31) 


从原理的视角来看 ，量心 的根据值 { h k ,k ^ 0} 的预测是用公式 （ 24) 给出 
的， 其中 系数每 ^是由函数的 Fourier 级数展开来得到的 （参见 (21)-(23)), 
其中考虑到在函数 ^ n ( A ) 的定义中的系数的公式 （ 31). 

在文献中，有各种各样的方法来寻求应用方便的预测 I 的公式（参见例如, 

[211], 其中叙述根据心，… X - i 求出值 t 的递推程序). 

我们只限于说明对于平稳模型4丑(1)的预测的 计算： 

h n ~ 0hn—i H - £rf) (32) 


其中叫 < 1. 

我们记得,在这一情形下， R ( n ) = Cov (“ n ) 是用下列公式确 定的: 

nk 

R ( n ) = i~e 2 ' 

由此不难断定，谱密度函数/ = /( A ) 存在，且由下列公式来 给定： 

/(A) : . \i-0 e -iX2 - 


(33) 


(34) 


把 （ 33) 与 （ 19) 相比较，我们求得 




Oz 


E ㈣ 


k=0 


因而由 （21) 得到 


? n ( A ) 


e n , 


而这意味着（参见 （23) 和 (24)) 




O n h 0 , 


n > 1， 


即，对于量、根据 { h k ,k < 0} 来预测，只需知道值知，而由于序列 h 

Markov 特征，这点并不令人奇怪. 


(" n ) 的 


例3 (带参数 p 


q 


的模型 在这个模型中，由 §2 c ， 带条件 




0 的方程 （ 12) 的平稳解由下列公式来 确定: 


hn 


(ai +&i)y^Qi ~ 1 ^n — k H - ^ 


n 


其中|〜| < 1 和 pi | < 1, 而这就是说，在表示式 h 


n 


^ k ^ n—k 中，系数 


a 0 




1， 


dk 




(ai +6i)a^~ 1 . 


(35) 


在所考察的情形下，函数 







(ai + bi ) 


di 


^ Z ( a i z ) 


+ 


ai +&i 




a\z 


ai 


a\z 


以及对于 n >1 有 


^ n ( z ) 


E 


a k z 


CL\ + bi 




n 


ai 


!>:) 


n 


^± h { ai zr ~^-~ 

CL\ 1 ― Cl\Z 


因此，根据 （ 2 1) 和 (22), 对于 z 


e 


' 我们得到 


ai +6 


^ n ( A ) 


e 


iXn 



ai 


ai+b 

ai 


1 — aiz 


aiz 

1 —ai z 


(ai +^i)aj 


1 + 


n — 1 




以及（参见 (23)) 


a ^ ] + 
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这样,根据（24)， 

h n = ci? 1 (ai + b) ){ho + (-l)bih-i + b\h—2 + ■. • } 

OO 

= a^~ l (aj -f 6 i ) fc - 

h—ii 

注. 关于对一般模型 ARIMA ( p , d , q ) 的预测公式，参见例如 [211], 

3 . 非线性随机条件高斯模型 

把注意力转向 非线性 模型是为了对（在金融统计中以及在一般的经济学中）观 
察到的一系列现象的寻求解释而有其必要性.这类现象包括价格的“聚集性”，价格 
的“灾难性”变化，量 k = In &的分布中具有“厚尾”，在价格及其其他固有性 

质中具有“长记忆”，等等,它们 ft 能在线性模型框架内得到解释. 

关于应该运用怎样的非线性 模型： 随机的、混沌的（“动态混沌”)，还是别的什 
么，人们意见 不一， 并且在运用这样那样的方法时，总是有许多赞同者和反对者. 

毫无疑问，经济指标，包括金融指数在内，总有波动特征. 

宏观经济指数（产量、消费、投资、价格的一般水平、利率、政府储备等等）反 
映了经济的“平均”、“整体”状况.微观经济指数（当前价格、股票交易量等等）也 
是波动的.这时，波动可能有极 高频和 极为不 规则的 特征；如所周知，这些都既在随 
机模型中，也在混沌模型中观察到，并且都试图用这样的模型来解释波动演变，急剧 
过渡，“灾难性”崩盘,价值的成群性（聚集性）等等. 

许多经济指标有“平均”趋向特征（产量、人口、政府储备量)，然而，这种运动 
或快 或慢； 其增长可能走向循环（周期的或非周期的). 

这样一来，在统计数据的研究者的面前，无论是涉及经济、金融，还是其他自然 
科学技术领域都会发生远非简单的 “ 正确”模型的选择问题. 

下面我们给出在金融数学和金融统计中流行的非线性随机模型和混沌模型的一 
系列 描述; 我们不求对这一方面的问题包罗万象，而只求“入门”介绍.（关于某些非 

线性模型的叙述,例如可推荐参考专著 [193], [202] , [461], [462].) 

§3 a . yliiCT / 和 模型 

1.设 ( Q ,^, P ) 是出发的概率空间，= (^)^ i 是独立正态分布随机变量序列, 
〜， (0,1), 它为今后考察的模型中的“随机性”、“不确定性”建模. 

我 们以八 表示 f 代数 a ( s lr -，“)，為二 

我们将把& = S n ( uj ) 解释为在时刻 71 = 0,1,.-., 的价格（比如，股价，汇率) • 
时间可用年，月，…，分，秒，…来度量. 
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这里“波动率”〜由下列方式确定： 

V 

= + a i h n~i^ ⑶ 

i=l 

其中 a 0 > 0, 0, h Q = h Q ( uj ) 是不依赖于 e = ( e n ) n >1 的随机变量 .（/ i 0 经常被认 

为是常数或者其平方的数学期望存在的随机变量，后者来自值 E 圮 （n > 0) 的“平稳 
性”考虑 .；） 

由 （3) 可见,波动 率〜是 ，…，圮 _ p 的（可料）函数.这时很明显，的 
大（小）值导致#的大（小）值.在假定前面的圮一，…， hl _ p 取小值时，较大的圮 
的发生是由于较大的 e n 的值的出现引起的.这样一来就变得很 明显： 为什么所考 
察的（非线性）模型 （1)-(3) 可解释“聚集性”效应，即（、）的值成堆地或“大”或 
“小” 

正如上面 (§ ld ) 所说，这些考虑阐明了 R . Engle 在 [140] 中为什么把这个模型 

称为 ARCH { p 、(AutoRegressive Conditional Heteroskedastic model , 自回归条件异方 

差模型)， 其中，正如我们所看到的，条件方差（波动率 ） 4本身是以非常不均匀的 
方式来引进的，因为根据（3)，它依赖于“过去的”值，圮_ 2 ，…. 

2. 我们转向考察用模型来描述的序列 /I =(、）的一系列性质.为了 
简化叙述，我们限于/>= 1的情形. (^ ARCH ( p ) 模型及其应用的性质的详细研究 
参见例如，[193]，哗 2 ]和[ 393 ] ; 在 pc 的第6点中，我们将介绍有关在这样的模型中 

具有“厚尾”的结果 .；） 

对于 p =l (参见图 22 )， 

0~n ~ OCQ ⑷ 

并且很明显，对于、= < r n e n ， 我们有下列简单 性质： 


Eh n - 0, (5) 

— o；o + o：i , ⑹ 

E(/t^ I ^n-i) =al-a 0 -o^hh (7) 


• 142 • 


随机模型.离散时间 



图22服从 A / iCT / ⑴模型 h 二 ^ cco + a ^ hl ^ en 的序列九=(心）的计算机仿真图像，其中参数 

oto — 0.9, o：i = 0.2; ho — 3 以及 0 ^ n ^ 100 



Eh 4 n = 3E^ = 3E(a 0 + ai^_i) 2 

= 3(o：o + 2a 0 a 1 Eh^ l _ 1 + alEh^^) 

= 3 ag ( l + a 1 ) +3Q ， E ^_ i ( 9 ) 

丄 一 Q；1 

在 0 < ai < 1 和 3 a ? < 1 的假定下，由此我们求得“平稳”解 ( Eh ^~ Const ): 



3 o ： o(l + a i ) 

(1 — o ； i)(l — 3a^) 


( 10 ) 


由⑻和 （10) 得到，峰度 ( kurtosis ) 系数的“平稳”值 

Kz= E ^n _o _ 6 ^1 

K = jEh ^~ 3 ~ l ^^ 

它的正性说明，量 （ M 的“稳态”分布的密度在均值的邻域中是向上“隆起”的 （M 
越大，“隆起”越强).我们记得，对于正态分布来说,峰度 A : = 0. 
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注.根据值 h u h 2 h N 来计算的峰度系数的经验值瓦 v 由下列公式来 求得: 



其中心^ +… + h N ), 根据 S . Taylor [460] 的书中的数据，峰度系数的正性 

多半是常规，而不是例外.峰度为负值的情形极为稀罕.关于峰度经验系数免 v 的 

量值为正的情形可由下列表格得到证实，其中有关金和银的价格，英镑对美元的汇 
率以及通用汽车公司 （General Motors ) 的股价（根据月数据)： 


金/美元 
英镑/美元 

藤汽车 


表 1 

1975-82 

1970-74 

1974-82 

1966-76 


Kn 

Kn 


8.4 

8.4 

5.4 
4,2 


4 .有 /i 


(7 


的序列 /i 


{ h n ) 当0 < cu < 1时，是平方可积的鞅差，从而是 


有正交值的 序列: 


Cov (/ i n , / 1771 ) 


0, 


n 寺 m - 


这个性质自然并不意味着量、和之间的独立性，因为它们的联合分布 
Law (/ i n ,^ m ) 正如我们已经看到的，当 cn > 0时，并非是高斯分布. 

关于量、和之间的依赖性特征可通过考察它们的平 方圮和 或者模 


IM 和 I 凡 


之间的相关依赖性来表示, 


简单的计算给出 


Dh 


2 


ao 


- 3 af 


ax 


( 11 ) 





3 ox 

3 aJ 




ai 


( 12 ) 


而这就是说， 


^1) 


Cori^’U 


CovOUr 


jDhlDh ?， 


Oil 


同时，对于 k < n , 




啡 U (心 1 久— 0卜 

E K-fcK 圮- 1)] 


E[hUE(^4l^i)] 


a 0 Ehl_ k - \-aiEh 




l " n — A :， 
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它给出了在“平稳”情形下， 对于 〆 fc ) = 


CoOLfc ) 



p ( k ) = aip(k - 1), 


的递推关系式: 


从而 

p ( k ) - a ^. (13) 

4 •在 § ld 中已经注意到， ARCH { p ) 模型与（一般）自回归模式的联系最 
紧密. 

事实上，假设有一个模型， i/ n ^ h ^~ a \. 于是，如果< oo , 那么 
序列 " = ( 形成（关于流（多 n )) 的鞅差，并且由⑶得到， 量〜 = M 满足自回归 

模 型乂丑 ⑼： 

尤 n =。^0 + Ot\Xn—\ ~h . _ . + OipXn—p ~h ^Vi ， (14) 

其中“噪声”〃 =( z / n ) 是鞅差 • 

在; > =1的情形下， 

x n = a 0 -h ! 4 - iy ni (15) 

并且我们看到，上面求得的公式 （13) 恰好重合于 §2 b 中的公式 （10). 

5. ARCff ( p ) 模型也以最紧密的方式联系着带随机系数的自回归模型，它用于 
描述“在随机介质中的随机游走”. 

为说明其实质，仍然限于值 p = 1. 

于是由〜= CT n e n 和 d = Q ；0 + 导出 


= 0^0 (16) 

现在考察下列带随机系数的一阶自回归 模型： 

— ^lVn^n—l "t - 万 O^n ， （ 17) 

其中 （ TM ) 和（夂）是两个独立标准高斯序列_ 

从有限维分布的视角来看,有 X Q = 0 (为了确定起见）的 x = Od 与下列序列 
王 = ( J n ) 有同样的构造： 

X n = yfBl + £n, Xq = 0 , ( 18 ) 

其中？ 二 （^)是标准高斯序列。 

比较 （16) 和 （18) 指出，更新序列 A =(、）和至= ( D 的结构是一样的.因此， 
当桃=邱和所=叫时，序列 /I = ( h n ) 和壬=(、）在/1 0 = % = 0时的概率规律 
是一样的. 
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6. 假定量 h 


( h n ) 服从下列关 系式: 


九 n 


00 + 卢1九71—1 + 


a 0 + Oi X h \_ 


£n_ 


(19) 


这是一个有点复杂的模型. 


在这种情形下，我们说 /I 


( h n ) 服从 


AR (1)/ ARCH (1) 模型，或者 h 




( h n ) 满足自回归模式4丑 (1), 且带有 Ai ? OT ( l ) 


1 


_ _4 _ • * 
DCI 


I 

a 0 + £ 


n 


n^l 


这一模型的条件高斯特征使得有可能给出量 hu ".， h n 对于给定的参数值沒 


的联合分布的密度 P + ，…， h n ) 为下列 形式如 




0)： 


n 


Pe(hir 


■ • 


，九 n ) 




㈣ _ n/2 U (邮 


1/2 


71 


x exp 


2 


E 


(hk 


A 


Pihk - i ) 


OCO + 0^1 1 


( 20 ) 


作为例子，运用这一表示式，在认为参数 Ah a G 和叫已知的条件下，来考察未 
知参数 A 的（用最大似然法的）估计问题. 

对于参数 A 的最大似然估计量瓦作为下列方程的根来 确定： 




df 3 1 


{ h u 


j hrt ) 




0, 


考虑 （20) 和 （19)， 我们求得 


01 


^2 ("左 —A)) 九 釦一 1 
fc=l O：o + 1 


E M-i 

k~i a o + otih\_ x 


( 21 ) 


以及 


A 


Pi 




n 




( 22 ) 


其中 


n 



n 


E 


hk—l^k 


f - 

a 0 + 


是鞅，而 


n 


(M) 




n 


iv k~i 


(23) 


是它的平方特征.（比较 §2 b 中的公式 (46).) 


这里 ( M) Tl 


章，§5]， 
于值0 


-oo ( P - a . s .), 并且根据对于平方可积鞅的强大数定律 [439; 第 VII 

0 ( P - a . s .)- 因此,所构造的估计量爲在下列含义下是强相容 的：对 




7T ^ -^ 0 ( P - a . s .). 2 

( M) n 

二 ( a 0 i o ： i 7 /3 0 j Pi )^ P(/?i 


P ) 




1，其中 0 G 3 R . 
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7. 我们考察“价格的未来运动”的预测问题，其中认为序列 h = (/!„) 服从模 
MARCH { p ). 

由于序列 h =(、）是鞅差，故 E ( h n+m | D = 0,而这意味着，最优均方意义下 

的估计量 

h n+m = E(、 +m 1 = E ( E ( h n+rn \ ^ n ) \ = 0. 

这个估计量的不足取，使得用 h n+rn 的非线性函数（例如量圮 +m , \ h n+m \) 来考察未 
来值的预测问题是适当的. 

我们有 (和 ，…九 ))' 


hi 


+m 


E(h 


2 

n+m 
2 


2 




E(^+m4+m I ^n) 


E [ E (“ m 



£ 

n+m 






E 



2 

7i+m 




a 


2 

n+m 


)， 


(24) 


由此很明显，未来值 hl + rn 的预测问题归结为根据过去的观察结果/ I 。，心，…，、来 
预测“波动率” g + m 的问题. 

由于 

^n-hm 二 a 0 十 

故由递推求得 


a 


2 

n+m 


0^0 + O^l[ot0 + <^l^n+m -2 £ n-\-m-2 


e 


2 

n+m— 1 




1 3 


OiQ 


+ O；o En i+l + ^nll ai£ 


2 


▼ 

3 


i=l 


% 


由此取无条件数学期望 E (. |^),并考虑在序列 （〜） 的量之间的独立性，我们求得 


1 



+m 


a 


2 

n+m 


E(cr 


2 

n+m 


K ) 


ao + a 0 J 2 a i +h 


2 

n 


a 


3 


a 


OCQ 


Ot \ 


<^Thl 


(25) 


正如我们所期待的， 



m —► 


oo 时，估计量 h^Z (以概率 1) 收敛于“平稳”值 


Eh 2 n 


OCQ 


Otl 


8. 我们记得，对于正态分布 ^(/ x , a 2 ) 来说，区间 （ M — i/i + 4 和 （ M -1.65 cr，/x + 


1.65 a ) (以一定的精度）对应置信水平为68%和90%的置信区间. 


由于 


5 n+ 


m 




九 rt + lH - h 九 


n 



( 26 ) 
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以及 


E[(/in+i + 


• « « 


+ ^7i+m) 2 I ^n. 


E(h 


71 + 1 


0 + 


A ♦ • 


+ E(/i 


n+m 






n+1 


+ 


* 脅. 


+ a 


n+m 


故在一阶逼近中作为（以值为68%和90%的水平的）置信区间相应地可取为区间 


SjiC 


+1 


H - her 


+ 


， SnC 



J +1 + …切 


和 


S n e _ 


1.65 


+ 1 




n + m , S n e 


+ 1.65 


^ +1 +--+^ +m 


这里必须要弄清楚的是，所谓“一阶逼近”是与这样的事实相联 系的： 实际上， 


量心 


般来说不是正态分布，而问题在于上面引入的置信区间的原来的置信水平 


在多大程度上不同于68%和90%,要求对正态逼近的精度作进一步研究. 

9. 条件高斯模型的成功在于它对金融指数的性态中的一系列现象 


(“聚集性”，“厚尾”，量 


的概率密度的“尖峰 （ leptokurtosis )” 等等）给出了解释 


这促使它的各种各样的推广风起云涌，以求“把握”和有可能解释一系列用统计分析 
方法所发现的其他效应. 

历史上第一个模型的推广，正如在 § ld 中所注意到，是1986年由 T . 
Bollerslev [48] 所引入的广义 （ Generalized ) ARCH 模型，它由两个参数来刻画，记 
j ^ GARCH ( p , q ). 

在这个模型中，正如对于乂况<7丑⑼模型那样,再取= a n e n , 但关于“波动率” 



的陈述假定为 


P 


Q 



Q ：0 + 






n — j 


(27) 


其中 



0, f 3 j ^ 0. (如果所有 pj 


那么我们得到模型 


与它的前辈丑⑼模型相比较， GARCH ( p , q ) 模型的基本优势在于，当用模 
MARCH ( p ) 预测统计数据时，经常会遇到过大的 p 值，而用丑 ( p ， g ) 模型来预 
测，可仅限于（试验事实!）不大的 p 和 g 的值.（在论文 [431] 中，为描述 S & P 500 指 
数演变的月数据，要运用12阶自回归模型 A 珂 12). 也参见综述论文 [141].) 


假定“波动率” 



(以可料方式）既依赖于 h 2 n X P ， 又依赖于 



n-j 


i < q 


那么模型的分析类似于⑼模型的分析. 

省略细节，我们引入一系列有关模型丑(1，1)的简单公式 


― ex 




ot 0 -ha 1 hl_ 1 +/3icr^_ 1? 


(28) 


其中 > 0 ,叫 > 0, 汍彡 0 
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由此很明显， 


= a 0 + (ai + 


以及“平稳”值 E 圮当叫+汍< 1时存在，并且由下列公式 给定: 



如果 3 a ? + 2 a x ^ +辦< 1,那么存在“平稳”值 

P，4 __ 3ap(l + o^i+ Pi) _ 

n = (1 - ai - /3 i)(l —所- 2 a^i - 3 a ?) ’ 
从而，“平稳”峰度系数 

K — 故 6 al 

八 — (Ehl) 2 1 - /3? - 2a x A - 3a?' 

也不难求得自相关 函数 〆 A :) 的“平稳”值（比较 (13)): 

PK } 1 _ 2 cn / h — 两’ 

p(k) = (ai + j3 1 ) k ~ 1 p{l), k>l. 


(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 


最后我们注意到，公式 （25 ) 在 GARCH (1,1) 模型情形下推广为下列 形式: 

- ^{ ol +rn \^ n )= «0 + 7爪 _1 (叱圮 + 汍#)， 


其中7 — a i + 

10 . 在离散时间中演变的族模型也在连续时间情形中有相应的类似.尤 

其是，在适当的规范下，可得到用等等模型所确定的随机差分方程 

的解（弱）收敛于对应的随机微分方程的解. 

为了确定起见，我们考察下列 G 4 i 2 OT ( l , l ) 模型的修正（在 [15] 中称为 

GARCH { l , l)-M 模型). 

设 A 是时间步长, 丑⑷ =(丑泣 ))， fc = 0,1，…，其中丑拉 ) =+…+ 

= c (^ a ) + (^iA ) A , (34) 

并且 4 △〜 ，(0, A ), c 是常数以及 

(4a) 2 =«o(A)+ ( 

Cr (f^-l)A )($(△)+ a i(A) e ?fc-i)A) _ (35) 

我们将认为，对所有 A > 0 给定初始条件甙 A ) =丑。，=❿，其中（丑。，）是不 
依赖于由独立随机变量组成的高斯序列 ( e kA ) (△ >0) 的随机变量对. 


3. 非线性随机条件高斯模型 


• 149 - 



当 kA < t<(k + l)A 时，令 

尽⑷=啦)，= ^ • (36) 

我们把序列 （//(△)'(△)) = (丑 &)， C ) 岭0嵌入带连续时间 * > 0的模式. 

由随机过程弱收敛理论的一般结果(参见例如 [250], [304]), 自然期待，在对 （34) 

和（ 35 )中的系数加上某些条件后，过程序列 （F (A) ，a (A) ) 弱收敛于某个扩散过程 

( H , a ) = ( H t , a t ) t ^ o - 

正如在 [364] 中所指出，当 



时， （A — 0的）极限过程 ( H ， a ) 是服从下列随机微分方程的过程（参见第三章 §3e): 


dH t = cal dt + atdW ^, (37) 

dof = (o;。— /3 a^)dt + aafdW ^ 2 \ (38) 


其中⑴ 5 W (2 )) 是两个与初始条件（丑 0 ，内 ） e (甙 A) ，D 相独立的标准布朗运 
动. 


§3 b . EGARCH ， TGARCH ， 从4丑0丑和其他模型 

1. 1976年 F . Black 对金融指数的性态发现下列现 象：量 和化之间有负 

相关性， 它表现为经验协方差 Gv ( h n - U a n ) < 0. 

这种效应有个名称叫“杠杆效应 (leverage effect )”， 它导致在价格下跌以后，即 
收益量减少以后，波动率趋向于增加.它也就是所谓“反对称效应 ”， 这一现象不能 

在模型的框架中得到解释，因为其中波动率#将依赖于以前的量 

的平方，而它对量 h n - j 的符号没有反应，以至值= A 和 K.j - -A 
在模型中导出未来波 动率# 的同样的值. 

为了解释 F . Black 所发现的效应， D . B . Nelson [366] 在1990年提出所谓 
EGARCH(p,q) 模型，或者 说指数 (Exponential) GARCH{p,q) 模型，其中顾及“反对 

称性”是通过把以丑(7从模型中的量圮 H 取代为引人量和 |£ n _,| 
的线性组合.也就是说,重新认为/= cr n e n , 但 对于〜 假定满足下列关 系式： 

P _ q 

\ncrl ^ a 0 + Oe^-i + 7 (U - \/2A)] + lncr^_ 7 . (1) 

i 二 1 

(注意， y /2/^ = E \ e n - Z l ) 

由于 h n —i 二 cJn—ien—i 和 a n - i 彡 0, 故 /i n _i 和 e n - i 的符号相同，因而，如果 
- A > 0 ? 那么叠加在#上的相应项由量△(6> + 7 )来确定，但如果- 
△ < 0,那么该项将是 A (—6> + 7 ). 
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2. 模型远不是既保留了模型的基本性质、又同时还允许 

“把握”反对称效应的唯一的模型. TGARCH { P ， q ) 模型 （ T 来自 Threshold (阈值 )) 
就可作为一个例子；这种模型是由 TMi ? (Threshold AR ) 型的阈值模型所引 起的： 

k 

hn lAi ( 九 n—d)« + Oi\h n -i + … + a % p h n - p )^ (2) 

i= 1 


其中 d 是延迟参数，…，為 t 是 R 中的不相交集合，并且 uti 


例如，设 



+ a\h n -i + o4/i n _2, 

+ offhn—i + 2, 


当 hn — 2 > 0, 
当 " n — 2 < 0. 


(3) 


(这样的预测模型的详细研究包含在专著 [461] 中 .） 

根据定义（参见 [399] ) ? 序列 h =(、）用 TGARCH( Pl q ) 模型来描述，是指 

hn = CT n £ n ， 其中 


P q 

〜 = a 0 + Y^i a i h n-i ^ b i h n— i] + ^2 a n~ j + d 3 a n-j] ⑷ 

i—1 j=l 

以及如同惯例 ，: r + = max ( x ,0), x ~ = - min ( x ,0). 在这个模型中，没有假定系数非负， 
因而，波动率〜也不一定非负，尽管自然还有#保持作为条件方差 E (/ i 2 |^ i} 
的含义. 


"打 一 — — ) (^n — ) — . _ Pn . 


故 


4 = + 以及 K = [ a~ei + 

这些关系式使得有可能把 （4) 重记为下列 形式： 



^0 + ^ Ot i {£ ri - i ) cT^ i 



⑸ 


其中值 p * = max ( p , q ) 以及函数 ai ( e n _ i ) 和是量和的线性组合, 

这样的模型研究起来有一定的“技术”复杂性，其根源在于缺乏 Markov 性质. 
然而，尽管如此，在简单情形下，例如，对于 p 二 g = 1,还是可以对这种模型的性质 

进行足够完备的研究. 

事实上，当 P = g = l , 


a n = fl 0 + + + [ C l a n-1 + 

①原文这里是 Y ： A i =R. 


⑹ 

译者注 
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或者在等价形式下， 

+ oii ( e n ^ i ) a ^_ 1 + /3 i ( e ri - i ) cr n _ 1 , (7) 

其中 

0^0 — a 0 j 

_ 

ai ( e „_ i ) 二 a l ^ n-l + bl e n-l + C l ， (8) 

1) = a l ^ n-l + ^>1^-1 + ^1* 

如果 a 0 = 0,那么由⑺可求得， 

~ (»l(^n—l)) + cr n-l ^ (/^l (^n— 1 )) + cr n —i ? 

^ V J 

a n — (o ： i(s n -i)) (7 士 ― i 十 （/?i (£ n _ i)) Cr n _ 1 . 

由此可见，序列对于流（多 n ) 是 Markov 序列，这就有可能用通常的 

“ Markov ” 方法来研究它的性质.（详见 [399].) 

3. 还佘下一个现象:在价格 S 二 ( S n ) n >0 的演变中的“长记忆”效应，或者“强 
后效”效应. 

可以给出随机序列 依赖于 “过去”的性态的各种不同的定义.为了这个目的，在 
概率论中有各种依赖性度量，诸 如遍历系数，混合系数 等等. 

例如，可以通过量 

sup E | P ( j £ T n+m 6 A I X \, ■ * ■ 7 X n ) — P ( X n+Tn € A )\ ^ G 

当 m — oo 时的收敛速度来度量实值平稳序列 X = ( X n ) 往后依赖过去的程度，其 

中 sup 对所有 Borel 集乂 Q R 来取. 

当然，标准依赖性度量是（自）相关函数. 

应该注意到，根据多项统计研究，金融时间序列在序列问=和 M = 
( h 2 n ) n ^ i 的性态中，被揭示出比在模 型乂丑 OT， GA /2 OT (更不要说 M 乂 ， AR mARMA ) 
的情形中所得到的 更强的相关依赖性. 

我们记得, M ^ ARCffil ), 根据 §3 a 中的（13)， 

Con(hh，hiX Oil < 1 , 

而对于丑(1,1)，自相关函数 〆 fc ) 是由同样的 §3 a 中的公式 （32) 和 （33) 来描 

述的，它们表明在这些模型中，相关系数以几何方式递减于零（“过去很快被遗忘”). 

经常采用这样的 说法： （广义）平稳序列 y = ( K „) 有长 记忆，或者强后效， 是指 
其自相关函数 〆 岣对于某个 p 有递减于零 的双曲 特征： 


p(k) 〜 ck— p , 


k — > oo, 


( 10 ) 
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例如，分形高斯噪声（参见第三章 §2 d ) F 二 ( F n ) n ^ i 就有这样的自相关函数递 
减特征，这里 


Vn 


x n 


X n - 


其中 X = ( X t ) t>0 是带参数0 < M < 1的分形布朗运动（参见 §5 c ). 对于这种布朗 
运动（参见 §5 d 中的⑶） 

Cov ( X s , X t ) = ^{\ t\ m + \ s\ 2M — — s\ m }EXl 

以及（参见中的（ 3 )) 

Cov ( y n , y n+fc ) = y {| A : + l | 2H - 2\ k\ m +\ k - 1| 2M } ， （11) 

其中 〆 二 Dy n , 因而，自相关函数 = Corr ( y n ) y n + fc ) 当 fc — 00 时有双曲 特征： 


p ( k ) - H (2 M - l ) fc 2 M 一 2 . 


我们察觉，当 § < M < 1 时， 

OO 

^2 p ( k ) = oo . 

A；=X 

当 m = § (通常的布朗运动）时，量 y = ( y n ) 形成高斯“白噪声”，其 p ⑻二0, 

k ^ l . 

如果是 0< M < i ， 那么 

^2 1^)1 < °°， ⑻ = 0 - 

k~l k=l 

注.在专著 [202] 的第7章中，考察了各种各样的带强后效的过程的模型，还包 
含大量有关这些模型在经济、生物、水文等等中的应用的资料.也参见 [418]. 

4. 在著作 [89], [360] 中介绍和研究了丑模型族中的新模型其 
中对于模型的自相关函数和量心的平方的递减特征比通常对于和 MiiCT / 

型模型所成立的更慢.这 种长记 忆效应也可用 [15] 中介绍的 i ^7 G 04 丑 来刻画. 

根据在这些著作中所给出的定义， P 阶的丑 ( p ) (Heterogeneous AutoRegres - 
sive Conditional Heteroskedastic , 异质自回归条件异方差）给定如下： 

hji — CTnCn , 

其中 

P / 3 

j=l \i=l 
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M ao > 0, a p > 0, aj > 0, j = 1， ■ 

特别是,对于 p = 1, 



— 十 (X\ — i. 


^ HARCH ( l ) = ARCH ( l ). 

在 p = 2 的情形下， 


^ <^2("n_l + 九 n—2) 2 . 


( 12 ) 


我们引入这个模型的某些性质. 

首先注意到，有 ( h n — 1 + h n — 2 ) 2 这一项就有可能“把握”上面提到的反对称效 
同时，如果 a 0 +叫+ a 2 < 1，那么由 （12) 得到，存在“平稳”值 




Ecr 


2 

n 


OiO 


1 — ai — 2 q ；2 


类似地考察 Eat 并利用 


E — 1 hji — 2 




2 


E / in — 


2 


0, 


* (12) 我们求得，当 （ ai + a 2 ) 2 + i 时，存在“平稳”值 


其中 


E /4 


_ C _ 

I — (以1 + Ot 2) 2 — 0^2 


_ ao[l + 2a2(ai + 3q ； 2) - (ai + 2o ： 2) 2 j 

= [l - ( a x '+2 a 2 )]2 


(注意， 

现在我们来求对于（兄）的自相关函数的值. 

设 R ( k )^ E «— k . 于是对于 k = l 在 “平稳性”假定下， 

7^1) = 

= E(^n-lho + ai^n-1 + <^2(h n -i +2) 2 ]) 

= a 0 ^hl t _ l + axE/i^ 1 十 a 2 E ； 4—^ 

十 2a 2 Eh^ l h n - 2 + a 2 Eh^ 1 h^_ 2 , 


从而，如果 < 1，那么 

i ?( l )= 


a 0^^n-l + (°^1 a 2)E/^-i 

1 — Q ：2 


(13) 


(14) 



(16) 
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同时，还进一步有 


R ( k ) 




ER " La ： = Ecr 況 — 


E[ao + Oiih ^ l _ 1 + Q ：2 (/ln 一 1 + " n -2) 2 ] 心- 


k 


q ； oE/i 5_& + (o：i + a2)Ji(k — 1) + ot2R{k — 2), 


其中 R (0)^ Eh 4 n , 

由此很明显，在平稳情形下，自相关函数 MA :) = Corr ( h 2 n , hl _ k ) 满足方程 2) 


p ( k ) = A + Bp(k 




l ) + Cp(k 


2)， 


(17) 


其中 


A 


QqE/i^ 


B 


(ai + a 2 )( E / i ^) 2 

D^I 


C 


(«2 


1 )(E 圮) 


2 


D 岵 


以及 




Kl ) 


则 


( E ^) 


2 


Dhl 


在第四章 §3 e 中，我们将继续考察适用于汇率的“强后效”问题. 


§3 c . 随机波动率模型 

1. 这种模型已经在 § ld 第7点中介绍过， 它 通过具 有两个随机源 
= (5 n ) 来刻画，序列 h 的性态由下列值来 确定： 


£ 


⑹和 



hn 



n^nj 


⑴ 


其中 


cr n = ei An , 序列 ( A n ) G AR ( p ): 


P 


A 


n 


ao 


+ 〉: (^i^n — i + 


( 2 ) 


l 


两个序列 


£ 


( en y 和 j = (心）将被假定为独立标准高斯 序列； 这时我们将说， 


h 


( h n ) M ^ bkSV ( p ) 模型，艮 P ， 随机波动率 (Stochastic Volatility ) 模型. 


令 p 


和 | ai | < 1，我们来考察这一模型的 性质: 


h n ^ a n £ n , In 二 a 0 + Inc ^— 1 + c 5 n . 


2 


( 3 ) 


设 



£jS 


n 


冲1， 


，^; A ， …人)，多^ 


o-(Si 


• * * 


0. 显然 


E (/ i n I = a n Ee n = 0 
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以及 


E(h 


n 



e，S 


n 


-° i ) 


E(a n e 


n 



€ } S 


n 




E(a n E(e n |g ： f 1 Va(〜)）|^^ 1 ) 


E{a n E(e ri \^^ 1 )) 


0, 


因为 Ee n 




0. 



n 


从而，关于流（多二')，量 h 
-可测的 .） 


( h n ) 形成缺差_ (但不是关于 （巧) ，因为、不是 


还有， 


Eh 


n 


Ea ^ Ee 


n 




Ee 


△ 


我们将假定 


△o 




a 0 


c 


a \ 1 


a 


⑷ 


于 是根据 （ 3 )， 序列 △ 


( A n ) 满足自回归模式4丑(1): 


△ 


n 


«o + aiA n -i + c 5 n , 


并且是平稳序列.（参见 §2 b .) 


由⑷， 


E 圮 


Ee 


△ 


e^Te^ 


其中为了计算 Ee ^, 我们运用对于随机变量之 


/(0, 1) 和对于任何 a 的下列等式 


Ee 十 4 


a 


类似地可求得 


E |^ 


n 


E|e n |Ecr 


71 


2 


7T 


Ee^ A 


2 


7T 


OQ 土 • _ 

g 2( 1 — 1 


我们现在考察序列 h 
我们有 


( M 和 P 


( hi ) 的协方差性质 




0 


以及一般于任何 k ^ l y 




0 


从而，序列 /i 


( h n ) 由不相关的随机变量所 组成： 如果 R h ( k ) 


E / iji / in + fe ，那么 


R h (k) 




E 岵， 
0， 


k 


0, 


k > 0. 
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E ^ n ^ n-l 


E 


e 


△ 




^o+cii A n 


l 


+ c <5 


E e a o+ 厶 n- 1 (l+ai) £ e c<5„ 


△ n - i )) 






n — 


― a Q 




2a 0 I c 2 


a l 



^ cf. . 1 + Q1 

2 g 2 1 — 


e 


2ap 

1 — a 1 



2 1 — a i 


2aQ + c 

1-ai 


因此， 


CovdU 


2ao4~c 

1 一 a i 


2a 0 

ei— a ie 




e 


2a Q ° 2 2 , C ~\ 

1 - a i e 1 "" 1 ! (e 1_a i 


i ) 


正如所期待的，量；和 hl ^ 在 ai > 0的情形下正相关，而在〜 < 0的情形 


下负相关. 


除了所得到的公式以外，还有 


C * 

Eal = e r ^ T e 2 (二4)， 


E ^ cr 2_ 1 


2ap c 2 

e 1_ai e i— a i 


我们再引人更一般的 公式： 对于正的 r 和 s ， 有 


Ea 


2(1 


^r-^ + 4^ 


n 


以及 


E«_i 


rs 


E<E<e 叩 一 f) 


这些公式可用来计算 /! 二（心）的各种矩.例如， 


E / i n 


2 




7T 


Ea 


n 


2 


7T 


e 




8{l-a 


= 3 E <， 


^ihi 


C 2 2 

Ecrn ^ n ^ fc ) 


E |/ i n /i 


n 


2 


7T 


Ea^a 


n^n 


由这些公式特别得到，“平稳”峰度系数 


K 


E /4 


㈣ ) 


3 


3 


- (Ea 


( E ^) 2 


2\2 

nJ 



^^ > 0 
喊) 2 ， 0 
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E|# — 4| 2 = E|M — d| 2 = E/^ — 2Eh 2 n al + 

= 4 Eat - 2 Eai = 2E^ = 2exp| I ^- + T^f } 

可能相当大， 

自然，如果量 4 ^ < n) 是相关的，那么可尝试在构造 g 的估计量时，不仅利 
用观察量以，并且也利用以前的观察量这时，当然很清楚，如果量 
al (k ^ n ) 弱相关，那么以前的量…应该赋以较小的递减的权重来考 
虑_如果量#⑺ …强相关，那么值…可能对 < 的值给出（与圮中 

的信息相比较的）本质的补充信息. 

这一思路导致考察数加权的估计量 

00 

^ n ^(l-X)J2 X k hl— k , 0< A<1, (7) 

k~0 

它的构造正如所看到的，其开始时刻从0移到 -OC. 在这一假定下，自回归递推关系 
式 （2) 的平稳解有下列 形式： 


△n 


dQ 

1 — ai 





n 


⑻ 


fe =0 
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其中级数在均方意义下收敛.正如在 §2 b 中所指出，这个解（在平稳解类中）是唯一 
的. 

我们察觉,对于公式（7)，有 （1 - A ) f = 1成立，即构造通的权重系数之和 
为 一 . 

由于 ^ hl_ k = Ecr ^ fc = Ea ^, 故我们看到 E # = Ec ^， 即估计量叶与？| 一样 
都是无偏的. 

还要注意到，估计量？ I 的精度强烈依赖于所选择的参数的值，从而，由此还产 
生参数值 A 的 （^0 当不简单的） “ 最优”选择问题. 

由 （7) 得到，通满足递推关系式 

a n = ^ a n~l + (1 - 入)":， ⑼ 

它对于用统计分析和建模方法求估计量来说是很方便的. 

3. 现在从模型 

K = ei An £ n (10) 

出发,其中= ao + aiA ^!^^; 对于量 A n (= ln ^) 的估计量自然利用均方意 
义下最优的估计量 

~ ， . ■ . , h n ) • 

遗憾的是，所考察的模式的非线性使得以显式来求出〜的问题几乎是毫无希 
望的.因而，首先自然会想到的是，有必要“线性化”所考察的问题,并且进一步运用 
“高斯线性 Kalman - Bucy 滤波”（参见例如， [303]). 

例如，我们可这样处理. 

由 （10) 求得 


ln/^ = \nel-\-lnal = Eln^ + A n + (In e 2 n - Elne^), 


其中 Eln ^ ^ -1.27, D \ ne 2 n = n 2 /2^ 4.93. 因此，记 二 In 2 h n , 我们得到下列线 

性方 程组： 


A 


+ aiA n — 1 + cS n , 


X 


Elne 2 + A 


7T 



V 2 


€ n ， 


( 11 ) 

( 12 ) 


其中 

in 二 —( ln ^ - Eln ^) (13) 

7T 

且 E & = 0, D( n = 1，以及作为 Eln 4 的（近似）值可取上面引入的值 -1.27. 

这样一来,可以认为，我们给定线性方程组(11)-(12);然而,其中量心的分布不 
是高斯的，这就没有可能直接应用 Kalman - Bucy 线性滤波理论. 
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尽管如此，我们将这样来考察 Kalman - Bucy 滤波： 如果量正态分布，&〜 
，(0,1 )， n ^ 1,并且独立 于序列 ( S n ). 

在这一假设下， 设 Pn 二 E ( A n | ^1，…， z n ) 和 7 n = 0 A n . 于是对应的确定量 // n 
和 7 „的演变的方程组有下列形式（参见例如， [303; 第 VI 章§7的定理叩： 


Mn+1 = (a 0 + + 

~ (®iTn — 


#冗 7 少奸 1 + 1 . 27 -知)’ 

(ai7n) 2 

7T 2 /2 + 7n' 


(14) 

(15) 


这时 ， "o = EA 0 , 7 o = DA 0 , 

我们察觉，如果在 （11) 中参数 C 较大，那 么在〜 中的项将起着决定性的 
作用，并且有可能要求，在这一情形下，对我们有意义的量 m n 可很好地由量^来 
逼近. 


4. 我们注意到，在原来的模型 （11) 中参数0 = ( a c , ai ， c ) 未知的情形下，为根据 
( h u …， h n ) 求出参数的估计量$„，经常利用基于假定具有0的先验分布 tt 巧) 
的 Bayes 方法. 于是，在原理上，有可能求出后验分布 tt (0， a n \ h lr ^ , h n ), 然后，再 
由它求出后验分布 7 r ( e \ h u … ，/ i n ) 和 7 r ( a n \ h u ^- 由此就有可能构造估计量 

&和心，例如，作为后验均值，或者使后验密度达到最大值的值.关于 Bayes 方法的 

详情参见，例如，论文 [252] 以及在 Journal of Business and Economic Statistics (1994) 
的同一卷的 395-417 页上的评论. 


5. 似故7丑族模型和“随机波动率”模型的描述都是在 条件方 法的框架中给 


出的.这时，条件分布 Law (/ i n | a n ) 总是正态分布^(0,0,其中 d 以可料方式 
依赖于“过去”.对于这样的方法，自然发生这样的一个问题：无条件分布 Law (^ n ), 
Law (/ i i? • •- , h n ) (n 彡 1) 是怎样的？ 

为了在这里表达可能结果的特征，我们考察下列模型（参见 [105]). 

设 h n = a n s ni 其中 （ e n ) 仍然是标准高斯序列，而 



(16) 


以及（心）是非负独立稳定随机变量序列，其稳定指数0 < a < 1. (比较第三章 §lc 
中的第 4 点 .） 假定序列（^)和 （心） 相互独立. 

如果假定 0 < a < 1，那么由 （ 16) 的逐次叠代，我们求得 



k~0 

由稳定分布的自相似性质， 




(17) 
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以及在 0<CV<1, 0<a<l 的假定下,方程 (16) 有（有限）非负平稳解 { al ): 



由此和定义 （/in = ( TnEn ), 我们断定，平稳正态分布 Ldiw ( h n ) 是稳定的，且其稳 

定指数等于加. 

6. 在结束这一讨论非线性随机模型及其性质的章节的最后，我们还剩下在这些 
模型中观察到的已经提起的 “ 厚尾”效应.(也参见第四章 §2c.) 

考察 A 丑 C7f(l) 模型 /i = (h n ) n ^o, 对于 n ^ 1, /i n = + 其初值条 

件为知，它不依赖于标准高斯序列 e = ( s n ) n ^ 而仰 > 0, 0 < 叫< 1. 

看来适当选择量知的分布，能使所考察的模型存在严格平稳过程的解斤= 

( h n ) n>0 , 并且对它（当的 > 0充分小时）有“厚尾” 效应： P ( h n > : ~ car ' 其 

中 c > 0, 7 > 0_ 

这些（相当不简单）结果的证明参见不久前出版的专著 •. P . Embrechts , C . Kluep - 

pelberg, T. Mikosch，“Modelling extremal events for insurance and finance (保险和 

金融的极端事件的建模) ” ， Berlin, Springer-Verlag, 1997 (定理 8.4.9 fP 8.4.12), 其中 
也可找到许多 GARCH 等等类型的模型的详细分析以及大量的有关研究的 
文献. 


4. 附录： 动态混沌模型 

§4 a . 非线性混沌模型 

1. 直到现在为止，当、= ln ^ ■，而是时刻 n 的“价格”的值时，我们 

描述序列 = (、）的演变总是从这的假设出发：这些量有随机本性， S 卩，& = 
S n « h n : h n ( u ) 是给定在某个为统计不确定的“自然”状态建模的渗透概率空间 

( Q , 多，（多 P ) 中的随机变量 - 

另一方面，相当广泛地为人熟知的是，即使是下列类型的非常简单的确 定性的 
非线性系统 


或者 


怎 U+1 


^n+1 ~ f {p^n \ 

⑴ 

f (^ri5 怎 n — 1， . . • ， ^n—k f 入 

(2) 


其中 A 是某个参数,它也可能生成（在对应的初始条件下）其性态极为类似于随机序 
列性态的序列…）. 
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这种情况导致合理地提出这样的 问题: 许多经济（包括金融）时间序列是否实际 
上并非是随机的,而是混 池的， 即它可用确定性的非线性系统来描述，并且如所周知， 
它同样可产生金融数据的统计分析中所观察到的（诸如，“聚集性”类型的）效应（参 
见第四章). 

参照专门的和非常广泛的文献（参见例如，[59]， [71], [104], [198], [378], [379], 
[383], [385], [386] , [428], [456]) 中的形式定义，我们引入某些非线性混沌系统的例子， 
以对它们的性态给出一种表示，同时也自然发生这样的问题，怎样用随机系统或混 
沌系统来确定、生成给定的实现. 

从价格的未来运动预测的视角来看，非线性混沌模型在多大程度上可预测的问 
题是令人非常感兴趣的.我们在以后将看到，这里的局面并不令人十分乐观，其原因 
在于，尽管有确定性特征，混沌系统的轨线的性态可能依赖于初始数据的值和参数 A 

的值的确定精度而强烈变化. 


2 .例 1 . 我们考察所谓逻 辑斯蒂 ( logistic ) 映射 


x Tx — Ax(l — x), 

由它可生成（一维）非线性动态系统 

— Ax 打 —i(l — Xyi— 1 ) , Ti > 1，0 < 怎 。< 1. (3) 

(表面上看来，逻辑斯蒂方程首先出现在考虑种群体增长速度有限制的种群动力学模 
型中 .） 

对于值 A ^ 1,给定任何满足 0 < :ro < 1 的初值: To ， 当71 — oo 时，解 a: n 二 

丨0 ( 图 23 a ). 这样一来，状态 Xoc 二0在这一情形下可看作唯一稳定状态，对 
它来说，当 n y oo 时，值趋向于它. 



m 23a A = 1 的情形 
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当；\ = 2时，值‘ T - (图 23 b ). 因此，在这一情形下，也存在唯一稳定状态 
(xoo = |)，当 n — oo 时值 ; r n 被它所“吸引”. 



我们现在增大参数 A 的值.当 A < 3时，系统⑶还将是只有一个稳定状态.然 

而，当 A = 3时，产生了全新的 效应： 随着 n 的增大，出现了两个稳定状态 : coo (图 
23 c ), 其中系统在这两个状态之间交替. 



当参数 A 值增大时，这样的系统性态特征将保持.但是，然后，当 A = 3.4494 … 

左右，系统又开始发生某种新现象，其中出现四个稳定状态，系统的运动在这四个状 
态之间（图 23 d ). 

当量 A 再增大，系统开始不断出现新的稳定 状态： 当 A = 3.5644 …时，这样的 
状态有16个，当 A = 3.5696 …时，它们有64个.而当 A 二 3.6 时,这样的状态个数 

开始等于无限，它被解释为 失去了系统稳定性， 并且系 统过渡到混沌状态. 

这时状态更换的周期特征完全丧失，系统开始在无限多种状态之间，从一个跳 
到另一个地游走.这里重要的是要注意到，尽管系统仍然是确定性的， 实际上 不可能 
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0.9 + 



图 23 d 入二35的情形 



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


图 23 e A = 4 的情形 

预料系统在某个时刻在哪里，因为 在确定 〜和 A 的有限精度可能强烈影响可预测 
量的值. 

从所引人的简单描述中已经变得很清晰，参数 A 的值 （ A ,) 使得系统产生“分 
支”或“分叉”，并且所有的值变得“越来越靠近”（图 24). 

M . Feigenbaum 提出猜想，并由 O . Lanford 证明（[ 294 ])的结果指出，（对于所有 

拋物系统） 

入左~ Afc — 1 


^*+1 — 


k — > oo, 
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Xco A 


n 



3 3,4494 3.5360 4 A 

图24在逻辑斯蒂系统中，当参数 A T 4的增加过程中，状态:的加倍过程的图示 

其中 F = 4.669201 … 是称为 Feigenbaum 数的普适常数. 

参数 A = 4对于系统 （3) 来说起着特别的作用，正是在这时，对应的（混沌）序 
列 ( x n ) 的观察序列的值像是白噪声型的随机序列的实现. 

其实，我们取吻= 0.1，并按公式 （3) 递推计算 rri , x 2> -*' ,^ 1000 - 对这1000个 
值计算（经验） 均值和标准差， 其相应的值为0. 488 87 和 0.35742 (精确到第五位). 

在下面的表2中列出按值 ? *^2 j * * " 7尤 1000 计算的（经验） 相关函数 p ( k ) 的值 • 


表2 

^ II 


1 

- 0.033 

11 

- 0.046 

21 

一 0.008 

31 

0.038 

2 

- 0.058 

12 

0.002 

22 

0.009 

32 

— 0*017 

3 

- 0.025 

13 

— 0.011 

23 

- 0-039 

33 

0.014 

4 

- 0.035 

14 

0.040 

24 

- 0.020 

34 

0.001 

5 

- 0.012 

15 

0.014 

25 

— 0,008 

35 

0.017 

6 

- 0.032 

16 

- 0.023 

26 

0.017 

36 

- 0.052 

7 

- 0.048 

17 

- 0.030 

27 

0.006 

37 

0.004 

8 

0.027 

18 

0.037 

28 

. 

— 0.004 

38 

0.053 

9 

- 0.020 

19 

0.078 

29 

- 0.019 

39 

一 0.021 

10 

晒 

1 

- 0.013 

20 

0.017 

30 

- 0.076 

40 

0.007 


由这个表可见，由 A 二4的逻辑斯蒂映射生成的量（〜）实际上可认为是 不相关 
的，并且在这一意义下，序列可称为“混 沌白噪声”. 

值得注意的是，对于 X 。 e (0, 1) 的系统: Cn = 4 x n „ i(l - x n „ x ), n ^ 1,存 在不变 
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分布（目卩，对于任何（0, 1) 中的 Borel 集為 它满足 P ( T ~ l A ) = P ⑷，其密度 

+ )= «1^)]1/2,叫 0 ， 1 ). ⑷ 

这样，如果认为初值: CQ 是有概率密度^ ⑻的随机变量，那么随机变量 ： T n 
(n > 1) 将有与吻一样的分布.这里有益的是要强调，用这样的方式得到的随机动力 
系统 ( x n ), 其全部“随机性”都完全由随机初值来决定，而转移动力学 x n+1 
则根据关系式 （3) 以确定性的方式来给定. 

在⑷的假定下，不难求得 Ex 。 = |， Eg = |， D 吻= | ( 二 (0.35355 …） 2 )(比较 
上面引人的值 0.48887 和 0.35742) 以及 

—— Exo E^a ： J 17 二 0 ， 

^ VDxoDxk 10, 当 A :#0. 

例 2 {Bernoulli 变换)： 

(mod 1)， xq € (0,1). 

这里不变的是有密度为 p ㈤ =1 (x e (0,1)) 的均匀分布.这时 ， Ezo = I， Eg = I ， 

Dx 0 = J2 , p ( k ) ^ 2~ k , A ； = 0, 1, …， 

例 3 (“帐篷 ’’ 变 换)： 

x n = 1 — |1 — 2 o ： n — 1 1 , Xq G (0, 1). 

与例 2 中 一样， 这里不变的是 (0,1) 上的均匀分布.这时， E 邱: E # 二 ^ =長， 

p ( k ) = 0 , ^ ^ 0 . 

例 4.设 

工 n = 1 — 2>/jx^_i|, Xo G (―1, 1). 

这里不变的是 （-1,1) 上的分布,其密度为 〆 4 = (1—4/2. 这时, Ex 。 二 — ^ 

D : c 0 = | .图 25 a , b 给出对于 xo 二 0.2 和 7 V 二 100, N - 1000的序列 ( x n ) n ^ N 的性 

态的表示. " 

3. 上面引人的非线性动态系统的例子从不同的视角来 说都使 我们很感兴趣，首 
先，比如在以“二进形式”展开的逻辑斯蒂系统的例子中，清楚地生成在第三章第2 
节中叙述的分形性的观念.其次，这种具有“混沌性”的系统的性态暗示，可利用它 
们来构造金融指数演变模型，特别是对其危机时期，它揭示的正是“混沌 性”， 而不是 
“随机性' 
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图 25 a 有 xo = 0.2, x n = 1 - 2 v /| o : n - 1 | 的序列 :c = ( x n ) n ^ 0 的图像，其中 iV = 100 



1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 — 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


图 25b 有: To = 0.2, Xn = I — 2 y /\ x 7l ^\\ 的序列 0 ： = (Xn)n>0 的图像，其中 /V = 1000 

§4 b . “混沌”序列与“随机”序列之间的区别论争 

1. 纯粹的确定性动态系统呈现“随机白噪声”类型的性质的事实早就为人所知, 
并且并非意外，尽管许多人对此十分惊奇.尤其是由此引起一个有趣的 问题： 怎样区 
分“随机”序列和“混沛”序列，是否可能在原理上确认金融数据的“不规则性”的 
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真实本性是“随机的”还是“混沌的”.（看来，对于个别的实现来说,这里可能的途径 

之一基于 “ Kolmogorov - Martin - L 6 f-Uspenskilf 复杂性 .） 

下面叙述的方法基于著作 [448] 和 [305] ,其中在区别“混沌性”和“随机性”时 
起中心作用的是函数 

广/、 1* /，、 

C ⑻ = ⑴ 

这里 佩 e ) 是所考察的序列中满足 

Xi — Xj I < £ 


的对 [ i ， j ) 的个数 • 

除了函数 C ( e ) 以外，还引起我们考虑的是函数 



lim 



Am 又 N ， £) 

~ iV2 


其中是对于 D 的所有对应向量（而，而+1，... ， A + m — i ) 和（％， 

: r j +1 ，… ， x ) + m — d 中，其分量的区别不超过 e 的对 ( ij ) 的 个数. （在 m = 1的 
情形下，有也 ( Me ) 二 0(#， e ).) 

对于“白噪声”型的随机序列（〜）来说，当 e 很小时，函数 


On(e) 〜 e' ( 2 ) 

其中“分形”指数 I = m . 许多确定性的系统也具有型为 （2) 的性质（例如，上节中 
的逻辑斯蒂系统⑶， [305]). 指数也称 为相关 维数，它紧密联系 Hausdorff 维数 

和 Kolmogorov 信息维数. 

在著作 [448] 和 [305] 中区别“混沌”序列和“随机”序列的思路基于观察这些 
序列的相关维数的不同.正如将在以后看到，“随机”序列的相关维数比“混沌”序列 
的相关维数要大. ^ 


根据 [305] 和 [448], 作为相关维数的估计量自然取量 


或 



In ‘） _ In Cxn j + 1 ) 

Insj — In 



其中 e ) 二 〆 0 < 9? < 1. 

表 3 a (来自 [305]) 对于 TV 二 5,900的 逻辑斯蒂序列 ( x n ) n < N 给出值 v mJ , 其中 
1，2, 3,4, 5,10 以及 Sj = W，p = 0.9,而 j 取一系列值. 


m 
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表 3a 对于逻辑斯蒂系统的值 


i j\m 

1 

B 

B 

— 

mm 


20 

0.78 

0.90 

0.96 

0,98 



30 

0.81 

0.89 

0*95 

0.98 



35 

0,83 

0.90 

0.94 

0.97 



40 

0.83 

i 0.91 

i 0.97 

0.99 

■ 

■ 


表 3b 

对于高斯白噪声的％ 

w 值 



1 

2 

3 

Kl 

5 

10 

20 

0.84 

1.68 

2.52 

3.35 



30 

0.98 

1.97 

2.95 

3.98 


■■ 

35 

0.99 

1.97 

2.93 

4.00 



40 

1.00 

2.02 

3.03 

4.15 


■■ 


把这个表的结果与由对高 斯白噪 声仿真得到的作比较，其中后者的参数就 
是用来刻画 §4 a 中的逻辑斯蒂映射 （3) 的参数（表北根据 PO 5 ] 中的数据而 得)： 

由这两个表的比较可见，在 m = 1的情形下，很难通过相关维数的值来区 
分“混 沌性” 和“随机性”.随着 m 的值的增大开始呈现“混沛”情形和“随机”情 
形在量上的本质区别，它可用来作为断定对应的序列（〜）形成的不同本性的 
有足够分量的基础，尽管从它们的经验均值、方差和相关的视角来看，实际上没有区 

别. 

2. 为了说明 金融序 列中的“随机性”和“混沌性”的区别论争，我们引人对于 
IBM 股价和 S & P 500 指数的日“收益” k = ln ^- ( n 彡 1) 的值的相关维数值的 

On-1 

表（表 4 a ， b ; 它是根据 1962.7.2—1985.12.31 期间的5903各观察值制定的，数据来自 
[305]). 


表 4a 对于 IBM 股价的‘， 



首先，由这两个表的比较可见 IBM 股价和 S & P 500 指数的“相关维数”的“分 

形”机构的均匀性.其次，把表 4 a , b 和表 3 a , b 的数据相比较表明，对于这两个 

( n > i ) 的序列（、）的指数来说，它们更接近于 随机白噪声， 尽管这自 

^71 — 1 
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表 4 b 对于 S & P 500 指数的 v mJ 值 



■ 

B 

|jn 

n 

mm 


20 

0.58 

1.10 

1-58 

2.03 

2.43 


30 

0.93 

1.82 

2.07 

3.49 

4.25 


35 

0.98 

1.94 

2.88 

3.79 

4.75 

11.00 

40 

0-99 

1.98 

2-92 

3.84 

4.81 



然并没有否定假设它们是有大“相关维数”的某种“混沌”序列，因为后者也有相近 
的性质.（关于所考察的区别论争的更详细的叙述及其经济学评论，参见 [305].) 

3,最后，我们再简述 [17] 中提出的另一种区分“混沌性”和“随机性”的方法. 
设 x 二（^)是某个动力系统所生成的“混沌”序列，它带有 对于抑 的概率分布 
F = F ( x ), 并且后者对该系统不变. 

现在设至 =( 心）是“随机”序列，它由独立同分布的（一维）随机变量所组成, 
并且其分布就是 F = F { x ). 

我们构成量 

M n 二 max ( x 0 , xi , * - * , x ri ) 和 M n = max ( x 0 ,^ i ? * - - ，壬 n )， 

并设 F n ( x ) = P ( M n ^ x ), F n ( x ) = P ( M n $； x ). 

[17] 中采用的方法的思路基于这样的 观察： 最大值可用来作为把“随机”序列从 

“混沛”序列中区分开来的很好的特征. 

出于论证这样的方法的目的， [17] 的作者如下进行处 

在极值的极限定理理论中，人们已经熟知为使量 a n { M n - b n ) 对于某些 a n >0 
和 k (n > 1) 有（非平凡）极限分布 

limP ( a n ( M n - b n ) < x ) = G ( x ) 


的充要条件. 

我们引入某些例子,其详情可参照[124]， [156], [187] 和 [206]. 
如果 F(x) = 1 - : r -' x 彡 1 ， p > 0,那么 

x > 0- 

如果 F{x) - 1 - (-xY, — 1 彡 : r 彡0, p > 0,那么对于 x <0, 

P(n" p M n ^ x) exp(—|x| p ). 

如果 F(x) = 1 - e- x , 那么对于 xeM , 

P(M n — Inn ^ x) —> exp(—e— x ). 
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如果 F ( x ) = ^( x ) 是标准正态分布，那么 

P ^(2 lnn) 1 ^ 2 (M Tl — 6 n ) ^ (― e - 。， x € M, 

其中选为使 POo > M = (在这一情形下人〜 (2 lnn ) 1/2 .) 

对于 Bernoulli 变换 (§4 a 中的例 2) 来说,不变分布为 F ( x ) = x y x e (0,1), 并且 
当 a n = n , 6 ri = 1 - n -1 时，极限分布为 

G ( x ) = exp ( a ; — 1)， x ^ 1. 


对于 §4 a 中的例 4, F ( x ) = 1 - p 2 ( x ), 其中 p ( x ) = (1 — x )/2, x G (-1,1), 并且当 

a n = 6 n = 1 - 2/ 0^ f , 我们求得 


G ( x ) — exp 




对于 §4 a 中的例 1, 不变分布 F ( x ) = — arcsin y / x , 并且通过对应的重新正态化, 
可求得 兀 

G ( x ) — exp (—(1 — 2 a :) 1 / 2 ). 

给定分布 F n { x ) - ( F ( x ) 广和极限分布 G ( x ) y 自然会把它们与相应的分布 F n ( x ) 
以及它们的极限分布（如果可能知道的话）比如 G ( x ) 作比较.正如在著作 [17] 中所 
注意到，这里有很大的技术 困难; 对于 §4 a 中所考察的例子来说，它联系着缺乏对于 

分析有用的 F n ( x ) 的解析表达式.由于这一情况， [17] 的作者通过对分布进 
行对于大 n 的数值分析，以及把它们与相应分布的 F n ( x ) - [ F ( x )] n 作比较. 

对于在 §4 a 中考察的动态系统来说，这样的分析表明，总体来说，（对于有不变 
分布 F ⑷的“混沌”系统来说的） F n ( x ) 的性态在 定性上 不同于（对于有一维分 
布 F ( x ) 的独立同分布随机变量所形成的“随机”系统来说的） F n ( x ) 的性态，这 
就是说，对于所考察的最大值模型来说，在所考察的“混沌性”和“随机性”的区 
分问题上，是一个很好的统计量.但是，很自然，这并不排斥可找到形为 x n+1 = 
f { x n ) x n - u -^ , x n _ fc ; A ) 的有充分大的的“混沛”系统，它将很难通过大量、但有 

限的观察来与“随机白噪声”相区分. 
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1. 分布和过程的非高斯模型 

§ la . 稳定分布和无限可分分布 


1 . 在下一章中我们将提出诸如汇率、股价等等的金融指数的分布类型和演变的 
统计分析的结果.由这类分析我们将看到，在构造金融指数的分布和演变的概率模型 
时，稳定分布和稳定过 程作为自然而又看来十分可信的备选物，显示其出色的作用. 

这些都说明，在本节引入关于这种分布和过程以至更一般 的无限可分分 布和过 
程的信息对于以后来说是必 要的； 没有这一切，金融指数的描述和考察将是很不完 
备的. 

在叙述“稳定性”和“无限可分14” 的基本概念和性质时，我们将在一定程度上 
遵循时间顺序；先考察1920年代由 P . Levy , G . Polya , A . Ya . K hint chine 所研究的 
一 维稳定分布，然后转向 1930年代 B . de Finetti , A . N . Kolmogorov ， P . Levy , A . Ya . 

Khintchine 所研究的一维和多维无限可分分布.这以后，在 § lb 中将引入有关 Levy 
过程和稳定过程的基本概念和性质. 

我们注意到，关于稳定的和无限可分的分布和过程有众多的教科书，例如，专著 

[156], [188], [418], [484]. 

2 . 定义 1 . 非退化随机变量 X 称为稳 定的， 或者 有稳定分布， 是指对于任何正 

数 a 和 6 ,存在正数 c 和数 d ， 使得 

Law(aXi + 6X2 ) = haw(cX + d )， (1) 

其中&和 X 2 是两个都是 X 的复本 （ Law ( Xi ) = Law ( X ), i ^ 1,2 ) 的相互独 
立随机变量.不妨害一般性，所有被考察的随机变量都被假定为在同一个概率空间 

⑹，多， P ) 上给定的. 

可以证明（参见上面提到的专著)，存在不依赖于 a 和 6 的常数 a e ( 0 , 2 ], 使得 
( 1 ) 中的常数 c 满足 

= a a + b a . (2) 

经常利用另一个等价 定义： 

定义 2 . 随机变量叉称为稳定的，是指对于每个 n > 2 ,存在正数和数 D n ， 

使得 

Law ( X ! + X 2 + --- + X n ) = Law ( C n X + D n ), (3) 

其中，… ， X „ 是 X 的独立复本. 

如果在 （3) 中= 0 , n > 2 ,即 

Law(Xi + + …+ = Law ( C n X ), (4) 
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那么 X 称为严格 ( strictly ) 稳定随机变量. 

尤其引人注目的是，在 （3) 和⑷中， 

C n = n l/a 

对于某个0 < a < 2成立，当然，其中 a 是 （2) 中的同一个参数. 

为强调这个参数值 a 的作用，_术语“稳定性” 一起，经常运用术语稳定 

性”. 

为了使给出的两个定义的图景更完备，下面再引入第三个定义是适 宜的； 这一 
定义揭示稳定分布的另一种作用，即它可能作为 独立同分布随 机变量之和的（经过 
适当的规范和中心化的）极限来产生. 

定义 3. 随机变量 X 称为有稳 定分布 （或者简称稳定)，是指这个分布有下列 
含义下的吸引 区域: 存在独立同分布随机变量序列 K ， …，正数列 （4) 和实数列 
( a n ), 使得 

ri + V + ^+ a n 4 x ； (5) 


“么” 意味着 按分布收敛: 


Law 




—► Law ( X ), 


其中分布律的收敛性理解为对应测度的弱收敛. 

这个定义与前两个的等价性由下列结果得到： 随机变量 X 可表示为量 


F! 




的按分布收敛的极限，当且仅当 X 是 （在第一个或第二个定义的意义下） 稳定的 ，这 
里 （ Y n ) 为独立同分布随机变量序列， （参见 [188]; [ 439 ; 第 III 章，§ 5 ]中的证明 .） 

3 . 根据概率论的著名结果 （ P . Levy , A . Ya . Khintchine ), 稳定随机变量 X 的特 
征函数 

ip{9) = 


有下列 表示： 

<p{0 ) — 


exp UfiO -a a \0\ a ^1 - i(3(SgnO)tg , 

exp 1 i^.0 — cr \9\ (1 + i/3—(SgnO) In \ , 


当 Q ； # 1’ 
当 a = 1， 


其中 0 < a < 2, |/?| < 1， a > 0, " G M . 

这里所参与的四个参数 fi ) 的含义 如下: 


⑹ 
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a 是稳定指数,或者特征参数（自然与⑶和⑷中的是一样 的); 

(3 是概率密度的斜度 ( skewness ) 参数； 

o 是尺度 ( scale ) 参数； 
fj > 是位置 ( location ) 参数 • 

参数 a “负责”分布尾部的下降特征. 

如果0 < a < 2,那么 


lim x°'P(X > x) 

:— ►OO 


C a 


2~ 



⑺ 


lim x a P(X < —x) 


1 一 3 


⑻ 


其中 


a 





x 


一 Q 


siux dx 


r(2 

2 


a)cos 专 


1， 


⑼ 






在 


a 


2 的情形下，由表示式⑹我们得到 


州) 


e 


i^i0 — a 2 0 2 — (2a 2 ) 


( 10 ) 


IP , ( p (6) 是正态分布，(/ i ，2 a 2 ) 的特征函数,或者说,是有 

EX = "， DX - 2a 2 

的正态随机变量 X 的特征函数. 

尽管在公式 （6) 中的参数不是唯一确定的 （因 为当 a 二2 时，这个参数在表 

达式 /? tg 7 T 中，而它等于零)，通常取/? — 0. 

显然，从分布尾部性态的视角来看 ， a < 2和 a = 2两种情形之间，互相有很大 


的区别，因为，比如，对于 /i = 0和 2 a 2 = 1， 

[ 2 e ~ x ^ 2 

P(|X| > x) ^ \ - ， z ^ oo, 

V 7T X 


( 11 ) 


而把它与⑺和⑻作比较表明，当 a < 2时,与正态情形的尾部彳艮快下降相比，这 
一分布的尾部较厚.（在这里强调以下这点是适宜的：正如一些统计研究所指出，对 

于许多金融指数 S 二 (5 n ) n ^ o 来说，“收益”随机变量 k = In 有带“厚尾”的 

分布.这就自然会来考察稳定分布类是否可作为构造&二 （ h ) 率统计模型的备 

选物 -) 

重要的是要注意到，正如由⑺和⑻所看到，数学期望 E\X\ < oo 当且仅当 
a > l . 一般来说， E|X|^<oo 当且仅当 p < a . 
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联系⑺和⑻中所指出的渐近公式，现在值得回顾 分布， 其概率分布密 

度为 

{ ab a 

W+i ’ x ^ (12) 

0, x < b , 

其中参数 a > 0 ? 6 > 0,而这就是说,对应的分布函数 ⑻满足 

1 - =(备)， x ^ b . (13) 

与⑺和 （8) 相比较表明，稳定分布在无限处变得如同 Pareto 分布，在这一意 
义下，稳定分布的“尾部” 属干 Pareto 型. 

在⑹中的（渐近）斜度参数0 G [-1,1] 刻画了分布的不对称程度.如果/? = 0, 
那么分布是对称的.当> 0时，分布向左倾斜，并且倾斜度越大，0值就越接近于 
1.岸 < 0的情形对应向右倾斜. 

参数 a 起 着尺度 参数的作用.在正态分布 （a = 2) 的情形下 ， DX = 2 d 我们 
要强调，这里方差等于 2 a 2 , 而不是 P ， 它不同于标准的记号.如果 a < 2,那么方差 
DX 不存在. 

参数 / u 称 为位置 参数.在 a > 1的情形下，数学期望 E | X | < oo , M = EX 就说 
明了这一点.在一般情形下，没有这样的解释，因为 EX 干脆可能不存在. 

4. 按照已有的传统，带参数 a ， 和"的稳定分布记为 

并记 X 〜 S a ( a , p , fi ) 表示 X 有带参数 a ,/3， cr 和 M 的稳定分布. 

注意，分布 S a ( a , f 3^) 是对称的当且仅当 (3 = ^ = 0 . (由特征函数的形式不难 

断定，在这一情形下，⑶中的 常数队 等于零 .） 这个分布在（任意的）/ X 附近对称当 
且仅当= 0. 

在对称情形 （/? = M = 0) 下，经常运用记号 

X 〜 SaS . 

在这一情形下，特征函数 

潮=广贾. (14) 


5. 遗憾的是，稳定分布密度的显式仅仅只对某些参数值已知.这些分 布为: 

正态分布， 5 2 ( cr , 0,/ u ) — ^(/ x , 2 cr 2 ), 其密度为 



2(j v^F 




(15) 
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Cauchy 分布， S 1 ( a -,0 7 / j .), 其密度为 

(7 

tt((x — fi ) 2 + a 2 ) ’ 


(16) 


指数 Q ： = 1/2 的 单边稳定分布 5 i / 2 ( ct , 1,/ i ) (也称为 Levy 分布， Smirnov 分布)， 

它在 ( fi , oc ) 上有密度为 



我们注意 （16) 和 （17) 中的两种有趣而有用的特殊 情形： 如果 X 〜& ( a ,0,0)， 那么 
对于 x > 0, 

P(X < x ) = + — arctg — ; (18) 

2 丌 a 

如果 X 〜 5 1/2 (« j ,1,0), 那么对于 x > 0， 


P{X $ x ) = 2 



(19) 


关于表示为级数形式的稳定分布密度，参见 [156], [225], [418], [484]. 
6. 现在假定， X l 5 X 2 ,-.. 是独立随机变量，且满足 


(^"i ? j M* ) t i = l ， 2 ， ... ， Ti ， 

虽然这些随机变量一般来说有不同分布，但是它们有同样的稳定指数可以指 
出（参见特征函数的形式（6))，它们的和 X = Xi + • • • + X n 有同样类型的分布 
& ( a ，/?， p )， 其参数 

+ … + <) 1/a ， 
a = H - H 

erf + - ■ • + 

7. 现在我们转向更一般的所谓“无限可分”分布类，它包括“稳定”分布在内， 

定义 4. 随机变量 X 称 为无限可分， 而它的分布 称为无限可分 分布，是指 对于任 
何几彡1可求得这样的独立同分布随机变量 Xa ，… ， X 购 使得 X 总 X nl +-- .+ X nn . 
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无限可分分布类所包含的意义 在于： 它们且仅仅是它们可 能以系 列模式 表现为 

分布和 ( f ： 的 极限： 

\ fc = 1 J 


Xn 

X21 ， X22 



nl 


? 叉 7 l 2 ， 



( 20 ) 


其中对于每个 n , 随机变量序列 X nlj X n2 ,--. , X nn 是独立同分布的.这时，我们察 
觉，在 （20) 的不同列之间可能没有任何联系.（详见 [188]; [ 439 ; 第 III 章,§ 5 ].) 

当 （20) 中的所有量用同一个独立随机变量序列以下列 专门方 
式来生成时： 

^nk — + ~~5 1 ^ A ： ^ 71, 71 > 1, (21) 

d n n 

那么所发生的是较窄的分 布类： 稳定分布类（参见第2点最后). 

(注意，以后在 § ld 中考察的双曲分布、高斯\\逆高斯分布都属于无限可分分 

布类 .） 

定义4只有关数量情形 （X G R ). 它可直接转换为向量情形 （X e 的定义， 

而不需作任何原则上的变化. 

设 P = P ( dx ) 是无限可分随机向量 X eR d 的概率分布， 


< f (0) = Ee i(0 ， x) = / e i {6 ^ P { dx ) 

JR d 

是它的特征函数； ( o , x ) 是向量 e = (6> i , ••- ，心） 和 z = ( u ，…， x d ) 的数量积. 

在先是 B . de Finetti 的研究，然后是 A . N . Kolmogorov (对于 E | X | 2 < oo 的情 
形）的结果的基础上，最后是 P . L 4 vy 和 A . Ya . K hint chine 在1930年代建立了下列 
对于向量 X eR d 的特征函数的 ^ Levy - Khintchine 公 式”： 

^p(6) = exp |i((9, 5) - ^(0,C0) 

+ J ( e ^ 6 ^ - 1 - i (6, x ) I (\ x \ < l)j , (22) 

其中 B eR d ,C = C(d x d ) 是对称非负定矩阵，以及 1 / 二 K 办）是上的正测度 
(所谓 L 如 y 测度)， 它满足下列 条件： 1/((0}) = 0以及 

f (| o ?| 2 A l ) v { dx ) < 00 . (23) 

Ju d 
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(我们察觉，无论是 ^( R d ) < 00 的情形，还是= 00 的情形，都很重要 .） 

这里要特别强调，由三个 特征： 和^来确定，并且 （22 ) 中的三元组 
( S , C » 是唯一确定的. 

例. 

1. 如果 X 是退化随机变量， P(X - a ) = l, 那么 B = a,C = 0,i/-0 以及 

(p(0) = e Wa . 

2 . 如果 X 是有带参数 A 的泊松分布的随机变量，那么 v { dx ) - XI {1} ( dx ) 是 
“集结”在点 : r = 1上的测度， B ^= X 以及 

ip(0) = e A(e ^ _1) . 


3. 如果 X 〜 ^( m . cr 2 ), 那么 B 二 m，C = a 2 , u = 0 以及 

cp{9) 

4. 如果 X 是密度为 （16) 的 Cauchy 分布的随机变量，那么 

<^( 0 ) - e ^ 9 ~ a ^. 


5. 如果 X 是有密度为 （17) 的随机变量（有指数 a = 1/2的单边稳定分布)，那 



么 



cr)0) 1 / 2 (l—iSgn 9 ) 


8 . 形为 （22 ) 的（运用“传统上典型”的“截断”函数= : r /( W 彡 1) 的）特 
征函数的表示式不是唯一的.例如，取代/(|^| ^ 1) 运用带 I (\ x \ < a ) 的表示 
式，其中 a > 0. 不过，这样当然也必定要改变对应的三元特征.尤其引人注目的是, 
这时特征 C 和^并不变化，说明它们是不依赖于截断函数选择的“内在”特征.变 
化的仅仅是第一个特征 

为了作出确切的陈述，我们引人下列 

定义 5. 在零点邻域上有= x 的有紧支集的有界函数 A = h ( x ), xGJR d ，称 
为截断函数. 
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其中 C 和 z / 不依赖于/ I 的选择，并且与 （22) 中的一样，而 B ( h ) 对于不同的/ I ，用 

下列方式换算： 

B ( h ) — B ( h f ) = ( ( h ( x ) — h l { x )) u { dx ), (25) 

JR d 

我们注意到， （22) 和 （24) 右端的积分的存在是由条件 （23) 所保证的，因为函数 


e i (0， x ) — 1 一 认 6 , "( x )) 

有界，而当 W — 0时,它的阶为 0(\ x \ 2 ). 

如果加强条件 (23), 而代之以条件 

I (|x| A l ) v { dx ) < oo, 

Ju d 

那么在表示式 （24) 中可令 h ( x ) - 0: 

( 沒）二 exp 5(0)) — —(0, C 0) + J (e 仰 — . 

在这个表示式中的常数 B (0) 称为随机变量 X 的“漂移 ( drift ) 成 分”. 
另一方面，如果加强条件 (23), 代之以条件 

I (\ x \ 2 A \ x \) u { dx ) < oo 7 

JR d 

那么表示式 （24) 将对 h ( x ) = x 成立： 

_卜 exp {咐，功 - •( ㈣ ) + 1 ( W ) - i ，，+ ㈣ } 

在这一情形下，参数 B 称为中心，其实它无非就是均值 B = EX . 

我们察觉,条件 E|X| <oo 等价于条件 

I \ x \ u ( dx ) < oo . 

J\x\>l 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


9 . 正如上面已经注意到，对于稳定分布律，其分布的显式仅在三种情形下已知. 
这三种分布是（参见第5点)： 

正态分布 （ a ： = 2)， 

Cauchy 分布 （a = 1)， 

Levy-Smirnov 分布 （a 二 1/2). 

无限可分分布类要广得多，它（除了已提到的以外）包括下列分布（尽管要证明 
这一点不太简 单)： 
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泊松分布， 
r 分布， 

几何分布， 

负二项分布， 

尤-分布 { Student 分布)， 

F- 分布 {Fisher 分布)， 

对数正态分布， 

逻辑斯蒂分布， 

Pareto 分布， 

双边指数分布 [ Laplace 分布)， 

双曲分布， 

高斯\\逆高斯分布等等. 

然而，许多熟知的分布却不是无限可 分的： 二项分布， 均匀分布 ,任何有有限支 
集的非退化分布，有形为 /( x )- Ce~^ a (a > 2) 的密度 f ( x ) 的分布. 

上面提到的一些分布是离散分布，而另一些有分布密度.为了引用方便和有一个 
完整的图景，我们在表5和6中引人它们的显式. 

表 5 离散分布 


分布 

概率 Pfc 

参数 

泊松分布 

— A \ fc 

A > 0 

几何分布 

PQ , fc - 1, 2, •- 

1 < P < 1, 

Q—l—P 

负二项分布 

C r k _\p r q k r , 

k r，r + 1 ， … 

0 < p ^ 1, 

q = 1 — p 

r 一 1, 2, - ■ ■ 

二项分布 

C^p k q n ~\ 
fc — 0, 1,. ■ ■ , n 

0 1 ， 

q — 1 — p 

n = 1 ， 2, •.. 


10. “稳定”随机变量能以自然的方式推广到向量情形（比较定义1和 2). 

定义 6 . 随机向量 

x = ， x d ) 

称为中的稳定随机向量，或者有稳定 d - 维分布的向量，是指对于每两个正数 A 
和 B ， 可求得正数 C 和向量乃 e R d ， 使得 

Law (乂 X ⑴ + BX (2) ) = Law(CX + D), (30) 

其中 X ⑴和 X ⑺是 X 的独立复本. 
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分布 


[ a ， b ] 

上的均勾分布 


正态或 
高斯分布 


Gamma 

(r- 分布） 


指数分布 






1，/? 




1 /A 


的 r _ 分布) 


£- 分布 


(Student 分布） 


Betar^^ 

(斤分布） 


双边指数分布 
(Laplace 分布） 


Chi 方分布 
( X 2 -分布或者 

a = n/2, /3 — 2 
的 Gamma - 分布) 


Cauchy 分布 


Pareto 分布 


对数正态分布 


逻辑斯蒂分布 


双曲分布 


高斯\\ 
逆高斯分布 


有密度的分布 


密度 



p(x 



参数 




- x / 卢 


r(a)/9 


Ot 


a > 0, ^ > 






n 


1，2, 


X 


^l-x ) 3 - 1 

fH r ， s ) 


, 0 ^ x ^ 


> 0, s > 



A | jc | 


A > 0 



参见 § ld 中的 （2) 


参见 § ld 中的 (14) 


参见 
§ ld 中的 （5) 


a ,/ 3 , fj ,, 6 参见 

§ ld 中的 （5) 


可以指出（参见例如， [418; 第58页])，非退化随机向量 X 




( X ± , X 2 


X d ) 


是稳定的当且仅当对于每个存在数 a € (0,2] 和向量乃„，使得 


Law(X (1) + X( 2) + 


» 擎 


•+ X ㈨ ) 




Law(n 1/ ' ot X + D n ), 


(31) 
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其中 X ⑴, X ⑵，… ， X ( n ) 是向量 X 的独立复本. 

在= 0的情形下，即 

Law ( X ⑴ + X ( 2 ) + … + X ( n )) 二 Law ^ 1 ^^), (32) 

则称向量 X 是“有指数 a 的严格稳定随机向量”，或者“严格 a - 稳定随机向量”. 

注 . 除了记号 Law(X) = Law(y) 表示 X 与 1" 的分布重合以外，还经常运用 
记号 X = Y , 其中总表示随机元素 X 和 ： K 按分布重合.记号 X n X 或者 
Law(X n ) Law(X), 正如在第 2 点中所注意到，表示按分布收敛，即对应的分布的 
弱收敛性.（详情参见[ 439 ; 第 III 章] .) 如果 X = ( X t ) t ^ 0 和 F =： ( Y t ) t ^ o 是两个随 
机过程，那么记号 

{ X u t ^ O } = { Y u t ^ O }, 

或者 

Law ( X t , t ^ 0)= Law ( l ^, t ^ 0), 

将表示过程 X 和 Y 的有限维分布重合,或者说,过程 X 和 Y 按分布重合， 

§lb. Levy 过程 

1. 作为有独立增量的随机过程，下面引入的过程形成随机过程基本类之 
一， 它如同布朗运动和泊松过程那样，是概率论所研究的基本对象. 

定义 1. 给定在概率空间 （ D ， 多， P ) 上、并在 I 维欧几里得空间上取值的随 
机过程 X = ( X t ) t >0 称为 ( d - m ) Levy 过程，是指它满足下列 条件： 

1) Xq — 0 ( P - a . s .); 

2) 对于任何 n ^ 1和一套时刻0彡砣< t 0 < ti < • ■ < 心 ，量 X to ， X tl — 
X t0 ，… , X tn - X t 一 是独立的（“独立增量”性 质)； 

3) 对于任何 s > 0和 Z > 0， 

不十 s - X s = X t - X 0 

(增量的“平稳性”、“均勻性”)； 

4) 对于每个 i > 0和 e > 0， 

lim P (\ X S - X t \ > e )=-0 

s — 

(“随机连续性”)； 

5) 对于 P - a . s . uj eft , 轨线 ( X t ( uj )) t ^ o 属于由（向量）函数/ = 所组成的 

空间乃' 其中力 = (//，/?, … ，/ /), 而它的每个分量户 = (《 = 1，.. ， d ) 当 
t > 0时右连续和有左极限. 


* 184 - 


第三章随机模型.连续时间 


注 1. 如果在这一定义中，要求过程 X 二 ( X t ) t>0 只满足性质1)-4)，那么可以指 
出，过程义= (^)^o 存在修正叉'= { X f t ) t ^ 0 (即满足性质 P { X f t ^ X t )=0, t ^ 0) 5 
具有性质 5). 这样，从满足性质 1)-4) 的视角来看， X '与 X 没有什么区别，但是其 
轨线已经有某种“正则性”.正因为如此，在过程的定义中，立即可对轨线性质 
加上要求 5) (正如我们所看到的，不妨害一般性). 

注 2. 由条件 1)-5) 的含义出发，可以把 Levy 过程的定义改 写为： 这是有平稳 
独立增量的随机连续过程，并且它从零点出发，有右连左极（右连续和有左极限）的 

轨线. 

这种过程的经典例子是心维布朗运动 X - ( X 1 ,^ 2 ,.-. , X d ), 它由相互独立的 

标准布朗运动^ = (^)*^0, =1，…，呦所构成. 

直接给出（一维） 布 朗运动的定义是有意义的，它不必嵌入到叩 过程 的一般 
模式中. 


定义 2. 连续高斯随机过程 X 二 ( X t ) t>0 称为(标准）布朗运动或者维纳过程, 
是指^0=0以及 


EXt — 0 , 

EX s X t = min ( s , t ). 


⑴ 


由高斯性和性质 （ l ) 自动得到，这样的过程是有平稳独立（高斯）增量的过程. 

由于 

X t — X s 〜 ^(0, t - s ), s , 


故 E | X t — 足卩 = 3| i - s | 2 , 并由 KoZm — 謂判别准则 ([470; §2 b 中的 （7)]) 得到这种 
过程的连续修正的存在.由此可见，维纳过程，或者布朗运动，作为 Levy 过程，有附 
加的重要性质：轨线的连续性. 


2. Levy 过程 X = ( X t ) t >0 是有均匀独立增量的过程，因而其分布密度由一维 
分布 P t ( dx ) = P ( X t G dx ) 来确定.（我们记得 Xq = 0.) 由这种过程的定义本身得出， 
分布 P t ( dx ) 对于每个 i 是无限可分的. 

设 

ip t (0) - E e 如， x “ ： f e ^ e ^ P t { dx ) (2) 

JR d 

是特征函数.于是，对应 § la 的公式 （22) (也比较同一个 § la 中的（24))， 


= exp 







- 1 - i (0, x ) I (\ x \ ^ 1)^) iy t ( dx ) 


(3) 


其中 B t eR d , C t ^ dxd 阶对称非负定矩阵以及 u t { dx ) (对每个 t ) 是有 § la 中的 
性质 （23) 的 Levy 测度- 
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由于增量的齐次性和独立性， 

<pt^ s (o) = m ❹ X ❹)， ( 4 ) 

由此得到， M 0 ) 有形式为 

妁⑻= exp {^(^)}- (5) 

(函数4 =吩⑻称为 累积量 ( cumulant ).) 

由于三元组 ( B t ， C t ， v t ) 按特征函数唯一确定，故由 （5) 可引出（详情参见例如， 

[250; 第 II 章，4.19])， 

C t = t ， C 、 yt ( dx ) — t • ( dx ) ， (6) 

其中 i ?= 万1， (7 = (7 i , ^ 

这样，显然在 （5) 中有 

+ J ^ { e i{6 ^ x) - 1 - i (0, x ) I (\ x \ < 1)) v { dx ). (7) 

3 . 有⑺中那样的累积量 侧 的表示式 （5) 是研究 Levy 过程 解析性 质的基 
本手段.同样从其轨线性质的视角来看，这样的所谓 典则表 示是很重要的（详情参 

见第六章， §3 a ， 以及 [250; 第 II 章 7 §2 c ]), 它是第二章§ lb 中所考察的对于随机序列 

( H n ) n ^ 0 的典则表示在连续时间情形下的推广（参见第四章的 § lb 和 §3 e 中的 

( 16 )). 

4. 余下的是要讨论三元组 ( B t ， C t ， v t ) 的分量的含义.形象地说，（风 bo 是“反 

映过程 X = ( X t ) t >0 的平均运动的倾向成分”.分量 ( C t ) t > o 确定过程 X 的连续高 
斯成分的 方差， mL _ 测度“反映过程 X 的跳跃成分的性态，既显示怎样经 
常出现跳跃,又显示跳跃量有多大 

这样的有点随意的解释当然必须要有精确的陈述来确证.以下是其中之一（关 

于一般情形参见[ 2 50;第 II 章， 2.21].) 

设过程 X = ( X t ) t >0 有这样的性质：其“跳跃” | AX t | ^ l , t ^0, X o = 0 以及其 

三元组为 ( B t ， C t ， t ) t 钟. 于是 EX t 2 < oo , O 0,并且下列过程是鞅（参见第二章中 
的 § lc ): 

( a ) Mt = — St — 义 0， f > 0; 

( b ) Mi 0; 七 

( c ) / / g ( x ) fi t ( dx ) - 9 { x ) y t { dx ), t ^ 0 7 

J0 J|rr|^l JO 

其中 ^( A ) - E I ( AX S e A , AX S ^ 0) 是过程叉在时间区间 （ CM ] 上的“跳跃” 

0< s^t 

测度 ， P = g { x ) 是在 x = 0的邻域中等于零的连续函数. 
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正如已经在上面所注意到，连续 Levy 过程的经典例子是标准布朗运动（其中 

~ 0 , Ct ~ ^ 0 )' 

现在转 向间断 Levy 过程的例子，它能使我们更好地理解 Levy 测度 j / = i /{ dx ) 

的含义. 

5. 有限 Le 、/ 测度 iy ( R ) < oo 的 情形. 

这里经典的当然是带参数 A >0 的泊 松过程 X = ( X t ) t>0 的例子 ，即 （按定义) 
有= 0的 Levy 过程，并且对于它有带参数的泊松 分布： 


P ( X t = k ) 


e ~ xt (\ t) k 

~~ k \ 


左 = 0,1， 


在这一情形下 ，历 - At (二 EX t ), Q -0 以 AL 6 vy 测度“ 集结” 在一个 点上: 


u { dx ) = XI ^ iy ( dx ). 


表示式 （3) 在这里有下列 形式: 



e 


i6x 


1 — i 0 xl(x ^ 


e 


i6x 




i 0 xl(x 


1 )) p t {dx)^ 

1 )) Xtl { i } (dx)^ 


⑻ 


尤其引人注目的是，从泊松过程出发，可得到很广的 纯跳跃样式的 Levy 过程. 

也就是说，设 iV = ( N t ) t >0 是带参数 A >0 的泊松过程，€ = (^)^1 是独立同分 
布随机变量序列（也独立于 A 0, 其分布 


Pfe eA) = A e ^(R), 

其中 A = u ( R ) < oo 以及 <{0}) 二 0. 

我们构成过程 X = ( X t )^ o 如下： X Q 二0以及 

N t 

= t >0. 


它也可记作下列 形式： 

oo 

= o , 

其中 0 < Ti < t 2 〈… 是过程 iV = ( N t ) t 》 o 的跳跃时刻 • 


(9) 


( 10 ) 
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直接计算指出 


約⑻ 


Ee 


iex 


^ E ( e i 0 Xt |7 V , 


k ) P ( N t 


k ) 




iOY ： 


^3 


xt 


(均 


A :! 


exp 


{，/ 


(e 


iOx 


l ) u ( dx ) 


( 11 ) 


由 （10) 所形成的过程 X 


( X t ) t ^ o 称 为复合 （ compound ) 泊松 过程. 不难看出，这 


个过程是 Levy 过程.如果假定^ 


3 


， j > 1,那么就得到“通常的”泊松过程. 


6. 无限 le % 测度 情形： z /( M ) 



有 ^( M ) 

设 A = 


= oo 的测度〃的 Levy 过程的最简单的例子可用下列方式得到. 
( X k ) k > l 是正数列，/?二 {0 k ) k >1 是满足下列条件的数汍 € E \{0} 所形 


成的序列: 




< oo . 


( 12 ) 


令 


u { dx ) 


^Z X hI{f3 k }(dx), 


(13) 


k=l 


并记 iV ⑻ = 

如果令 


( N t ⑻) 例 （ k > l ) 为相应的带参数 Afc (fc > 1) 的独立泊松过程序列 




^ kt ), 


k = 


那么不难着出 ； 对于每个 n > 1，过程 X ( 


( X ( t n) ) t ^ 0 是带测度 


(14) 


V 


( dx ) 


r ■/ 




的 Levy 过程，并且 


心⑻ 


Ee 


iQX ^ 


exp \t J ( e i0x 


1 - 


i0x)^ n) {dx)^ . 


量；^)，6^0,当 


oo 时作为 L 2 - 极限所取的极限过程 X 




(^)^o 


(15) 


(16) 


X t 


YMf 


入以）， 


l 


也是泊松过程， 其 I ^ vy 测度由公式 （13) 给定. 


(17) 


® 在原版和英文版中，下式的中间一项误为： ^( Ee ^ 1 ) 


At 




k \ 


译者注 
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注 3. 这里由定义 1 的性质 5) 的满足导出 X (-) 是平方可 积鞅； 由于不等 
式（参见 §3 b 中的公式（36)，也参见[ 25 0;第 I 章， 1.43] 或者[ 439 ; 第 VII 章，§ 3 ])对 

于它们来说，当 n — oo 时， Emax - X s \ 2 0. 

S(t 

注 4. 由于 u ( U ) = ^ Ajt, z/({0}) = 0 以及 

fc 二 l 



A l ) u ( dx ) ^ E 〜成 

fc 二 l 


< oo , 


故在 （13) 中定义的测度 "= v { dx ) 满足对 Levy 测度提出的所有条件（参见 § la 中 
的(22)-(23)). 

如果 E = oo , 但条件 （12) 满足，那么我们就得到 Levy 测度"满足 u ( R ) ^ oo 

的 Levy 的例子 • 

我们再引入一个已知的有 K 脫）= oo 的 Levy 过程的“显式” 情形. 我们有所谓 
r- 过程 （Gamma process ) X — ( X t ) t ^ o ^ 其中 X 。= 0以及 （ r_) 概率分布 P(Xt ^ x ) 

有密度为（比较 § la 中的表 6) 


— 1 p — ^ //3 

Pt(^) = r ⑴厂 J (o, 。 o)( x ). 


由此得到， 

( ftiO ) = (1 — 师)-、 

我们指出，特征函数 M 0) 可表示为下列形式： 


< ft ( 0 ) = exp 




e 


—x / 戸 


X 




由此得到， i ^ t ( dx ) = tv { dx ), 其中 


e ~ x / f 3 

— J(0,oo)(^0 d 工 


X 


显然，这里 1 ^( 0 , oo ) 


oo 


，但 



( x 2 A l ) u { dx ) < oo . 


(18) 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


我们转向表示式 （20) 的证明. 
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考察 Laplace 变换 


Lt{ 



Ee- uXt 



e 


UX 


p t (x)dx 




(1 + ( 3 u) 


t 


exp{—t ln(l + pu)} 




exp < —t 



U 


dy 


含十沒 


exp 



dy 


o 




yx dx 


0 


exp 






-^//3 


dx 


x 


在复半平面 { 




+ 汍 a < 0} 上的解析开拓导致等式 




ZX 


Pt(dx) 


exp 



(e zx 






dx 


x 


由此令 



iG , 我们得到所要求的表示式 (20). 


7. 与某些（跳跃样式的） Levy 过程的 “ 显式”表示（10)， （14) 和 （17) 相联系，我 
们得到对它们建模的一种方式，它们仅仅基于随机变量匕，汍和指数分布随机变量 
Ai = Ti - Ti-^i (泊松分布在时刻和 7 V 的两个跳跃之间的间隔).由此转而在对 
无限可分随机变量建模时，提出是否可把它们表示为“简单的”、“标准的”随机变量 
的函数形式就有重要意义.以下就是一个说明发生这里所提到的可能性的 例子： 设 
X 和 F 为两个独立随机变量，并且 X > 0 (任意)，而 K 有指数分布.那么正如 Ch . 
Goldie 所指出，乘积是无限可分随机变量. 

在下一节中，我们将看到，怎样从简单构造的过程通过“复合”来得到稳定过程. 

§lc . 稳定过程 

1. 我们从给定在某个概率空间 (0,^, P ) 上的带（任意）参数集7 1 的实过程 
X = ( Xt ) teT 情形出发. 

稳定随机向量的一般定义（参见 § la 中的定义 6) 自然导出下列概念. 

定义 1. 实随机过程 X = ( X t ) tGT 称为稳定过程，是指对于任何 A : 彡1和 r 中 
的 “,••• ，4,随机向量 , X tk ) 是稳定的，即过程 X 的所有有限维分布是稳 
定的. 

不难察觉，如果所有有限维分布是稳定的，那么考虑到这些分布的协调性得出， 
它们都有同样的稳定 指标〜 这就说明在希望强调具体的稳定指数值《时，为什么 

这样的（稳定）过程有被称为 a - 稳定的， 

以后我们的主要兴趣在于表示这样的稳定过程 X = ( X t ) tGT ， 它同时也是 
I ^ vy 过程 (§ lb ). 这样的过程自然称为 “ a - 稳定 Le'vy 过程”. 
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在 §la (第10点）中引出稳定非退化随机向量的两种等价定义（参见 §la 的公 

式 （30) 和 (31)). 针对稳定（一维）过程 X = { X t ) t >0 同时也是 Levy 过程,所注意到 
的两种定义的等价性导致下列命题： 非退化的 （参见后面的定义 2) —维 L 6 vy 过程 
X = 是 a - 稳定过程 （a G (0,2]) 当且仅当对于任何 a > 0, 可求得数 D (—般 

来说 依赖于 a ) 使得 

{X aU t^Q}^{o}^X t + Dt}. ( 1 ) 

现在引入一系列有关多维过程 X = ( X t ) t >0 的定义. 

定义 2. 取值在中的随机过程 X = { X t ) t ^ 称为退 化的， 是指= 7 亡 
( P - a . s .) 对于所有6 > 0关于某个向量成立.在相反情形下，过程 X 称为非 

退化的. 

定义 3. 取值在妒中的非退化随机过程 X = ( X t ) t >0 称为 a - 稳定 L 咖/ 过程 
(a € (0,2])，是指 

1) X 是 Levy 过程，以及 

2) 对于每个 a >0, 可求得向量 DeR d (一般来 说依 赖于 a ), 使得 

{ X aU t > 0} = { a ^ a X t + Dt , t ^0}, (2) 

或者，等价地有 

Law ( X a t , t ^ 0) = Law ( a 1 ^ Q£ Xt + Dt,t > Q ). (3) 

定义 4. a - 稳定 Levy 过程 X = ( X t ) t ^ o 称为严格 a - 稳定过程，是指在 （2), 
(3) 中 D = 0,即 

{ Xaut ^ Oy - ia ^ Xut ^ Q }, (4) 

或者,等价地有 

Law ( X a t , t ^ 0) = Law ( a 1// a X t> i ^ 0). (5) 

注 1. 有时（参见例如， [423]), 也给出这样的向量随机 Levy 过程 X = ( X t ) t>0 
的稳定性 定义: 对于任何 a > 0,可求得常数 c 和向量 D e Sl d ， 使得 

{ X aU t ^ 0} = { cX t + Dt,t ^ 0}, (6) 

或者，等价地有 

haw (X a t, t 彡 0) = Law ( cX t -( - Dt , t ^ 0). (7) 

(如果 D = 0, 那么就说严格稳定性 .） 尤其引人注目的是，正如在稳定随机变量和随 
机向量情形下，对于非退化 Levy 过程来说，常数 C 有形式 C = a 1 气其中 a 是某个 
不依赖于 a 的在（0, 2 ]中取值的一般参数.这个结果的证明参见例如 [423] ;它说明 
上面给出的定义3和4中可明显地出现因子 a 1 /-. 
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注 2. 察觉以下这点是有 益的： 条件 

Law(U 彡 0 ) 二 Law(cX t , t > 0) 

无非就是自 相似性. 这样 一 来，对于 c = a 1 / 0 " 的 a- 稳定的 Levy 过程是自相似的.这 
时，值 IHT = 1/a 有一个名称为 Hurst 指数（参数).详情参见 §2c. 

注 3. 如果过程叉= ( X t ) t ^ o 既是士稳定的 (0 < a ^ 2), 又满足自相似性质 

Law(X at , t 彡 0) = Law ( a B X t ,t ^ 0), a > 0, 

但不是 Levy 过程，那么公式 M 二 1/a 已经不成立.对于这样的过程可能有不同的 
数对诸如 

a < 1, 0 < IHI ^ 1/a, 


或者 


a 彡 1 ， 0 < M ^ 1. 

(参见 [418] 中的推论 7.1.11 和图 7.1.) 

2•由于 a - 稳定过程是如下形式的 Levy 过程 X = ( X t ) t ^ 0 的特殊 情形： 其中特 
征函数= Ee i (0 ， Xt ) 有表示式 < ft (0) = exp {¥(0)}， 而 ip (0) 是由 § lb 中的公式 
(7) 确定的累积量，故自然要问，对于这样的（〜稳定的）过程，有怎样的丑， C 和 za 

“负责”过程 X = ( X t ) t ^ o 的跳跃量 A & 三 X t - X t _ 的分布的 Levy 测度 r = u ( dx ) 

的值有其特殊意义. 

根据 [423] 的叙述，我们引入这一方向的基本结果. 

定理 1. 设 X = ( X t ) t>0 是带参数 （ B ， C >) 的中的非退化 Levy 过程. 

1) 过程 X 是2-稳定的 (Levy 过程）当且仅当 " = 0;即，当且仅当该过程是高 

斯过程. 

2) 过程 X 是严格2-稳定的 (Levy 过程）当且仅当它是有零均值= 0) 的高 
斯过程. 

定理 2. 设 X 二 { X t ) t>0 是有三元组 （ S ， C » 的 f 中的非退化的 Le 、 过程. 
0 < a < 2. 那么过程 X 是 a - 稳定的 (Levy 过程）当且仅当 <7 = 0 以瓦 Ldvy 测度 p 

有下列 形式： 


"㈤ 



取 ) 


S 



I A H ) r ^ l + a ) dr , Ae 涿 ( M d \ {0})， 


⑻ 


0 


其中 





xeR d : | a :| = 1} 上的某个非零有限测度, 
这种过程的累积量 ^{9) 有下列 结构： 


州) 






入 m 


s 



e i{6 ^ - 1 - 邱， rO J (o,il W) (1+a W 


⑼ 
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值得注意的是，在0 < a < 2的情形下 Levy 测度的根部有形式为 r - ㈣ ) dr . 如 
M a 减小，那么 r - (1+ Q :) 当0 < r * < 1时递减，而当1 < r < oo 时递增.从而可以 
说，当 a 接近于零时，在过程的轨线中较大的跳跃占 优势； 如果 a 接近于2时,那么 
过程是以细小的跳跃来展开.直观上，这点可由在书 [253] 中引进的计算机图像来说 
明. 


为 


定理 3. 设 X = ( X t ) t>0 是有三元组 的 R d 中的非退化 Ze % 过程. 

1) 设 a € (0,1). 过程 X 是严格 a - 稳定的 (Levy 过程）当且仅当累积量有形式 

tp (6)= f X ( di ) 「 { e i{6 ^ - l ) r - f 1+ ^ cZr , (10) 

J S J 0 


其中 A 是 S 上的某个非零有限 测度； 也就是说，当且仅当 （7 = 0和“漂移 （ drift ) 成 
分”等于零（参见 §la 中的 (27)). 

2) 设 a € (1,2). 过程 X 是严格 a - 稳定的 ( Levy 过程）当且仅当 C = 0和“中 
心”（参见 §la 中的 (29)) 等于零（即 EX = 0)，或者，等价地，当昱仅当累积量有形 

式为 oo 

ip{6) = J X(d^) j (e i( K)_l —i(<9,7^))r- (1+a) c ^， （ 11) 

其中 A 是 5* 上的某个非零有限测度， 


3) 设 a ： = 1. 过程 X 是严格 1- 稳定的 { Levy 过程）当且仅当 （7 = 0和“中心 
(参见 § la 中的 (29)) 等于零（即 EX = 0)，或者，等价地，当且仅当 


ip {6) = i (0, B ) + 



(e l(6 ' r ^ — 1 - i(K) 々 o ， i]) r- 2 dr 7 


( 12 ) 


其中 A 是 S 上的某个非零有限测度，而常数丑满足 

f xX ( d ^) = 0, (13) 

Js 


并且 A (5) + |5| > 0. 


推论. 设 X = { X t ) t ^ o 是中的 a - 稳定的/过程.如果 a ^ l , 那么总可找 
到这样的常数7 G 使得中心化过程 X = ( X t ~ 卞) t >0 就是严格 a - 稳定的. 

如果 a = l , 并且满足条件（13)，那么过程本身就是严格 1- 稳定的. 


在 d = 1的情形下，可明确计算在累积量表示式 (9 H 11) 中的积分，并对于 

0 < a ^ 2,得到（比较 § la 中的( 6 )) 


婦) 


ifjiO 



CX 


i^r 1 


i /3( SgnO)tg 


2 


丌 a 
~2 


) ，《 /1， 


ifxO — a\0\ ( 1 + ip—(Sgn 9) In \0\ 


a 


7 


其中常数 /?, cr 和 〆 满足 0 € [-1, 1], a > 0, " G R , 


(14) 

(15) 
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(非零）〜稳定过程 是严格 的充要条件为 


" = 0，当 a 7^ 1, 


以及 

/? = 0， <7 + \fx\ > 0,当 a~l. 

4 

3. 我们转向在 a - 稳定过程定义中的公式 （ 2) 和 （ 3). 公式 （ 1) 当 t = 1 时取下 
列 形式： 

X a ^a 1 ^X 1 ^ r D a , (16) 

其中仄是某个常数.利用这个过程的特征函数的表示式 (14), (15)，我们求得 


D a 


(a — a 1 〆。) "’ 

(3— a a a In a , 


a 笋 1 ， 


a = 1, 


(17) 



4. 由上述资料看来很明显，运作稳定过程的分布非常困难，因为稳定密度的显 
式仅在三种情形下已知（参见 §la 中的第 5 点). 

然而，在一系列情形下，可以指出，怎样例如由布朗运动借助（不依赖于该运动 

的） 随机时间替换得 到稳定过程. 

我们引入一个这方面的有趣结果，它使得有可能借助于三种独立随机变 量：均 
匀分布，高斯分布和指数分布来 为对称 a - 稳定分布建模. 

设 Z = ( Z t ) t ^ o 是对称士稳定 Levy 过程，其特征函数为 



其中 0< a <2. 

由下面的叙述将得到，过程 Z 可通过下列形式来 实现: 


(18) 


Z t = Br t , t ^ 0, (19) 

其中 J 5 = ( B t ) t>0 是有 E 历二0, E 埒 = 加的布朗 运动； 而 r = ( T f ) t ^ 0 是某个非 
负不减晉-稳定随机过程，它就是所谓稳定从属量 （stable subordinator ). 关于由变换 
(19) 得到的过程 Z ， 常说它是由布朗运动借助于随机时间替换（从属量） T = ( T t ) t>0 
所形成的. / 

表示式 （19) 中所必须的过程 T = ( T t )^ o 用下列形式来构造. 

设= U ^( uj ) 是非负稳定随机变量，其 Laplace 变换 

Ee _ 妙、 e - 入' A >0， (20) 

其中0 < a < 1. 
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我们察觉，如果 U ㈣ ， U u …， U n 是独立同分布随机变量，那么随机变量 


71 

n~ 1/a J2 U ^ ( 21 ) 

有与 [/M 一样的 Laplace 变换，这就是说,实际上是稳定随机变量. 

设0 < a < 2. 我们构造非负不减 f - 稳定过程，使得 LawCZ \) = Law (?7 (a / 2) ). 

由于 （5) 的“自相似”性质， 


Law ( Ti ) = Law (^ 2/ a Ti ) = Law ( t 2/ a t / (a/2) ), (22) 


而这就是说， 


Ee 购二 Ee ieB R 二 E [ E (严& | T t )] 



A 

Ee —- 


2T fc 

2 


Ee -作 



—0 2 t 2 / a t/( tt / 2 ) 


( ^ £ 2/« r /2 _ m 
o *** c> 


(23) 


由此得到所要求的表示式 （19). 

设 p = p ( x - a ) 是随机变量 C / = U ⑷的概率分布，其指数0 < a < 1. 根据 [238] 
和 [264] ,对于这样的集结于^^0的密度，已知下列“显式”表 示式： 


P ( 工； a) 



a ( z ; a ) exp 




(24) 


其中 

1 

sin az \ sin(l — a)z 
sin ^ / sin otz 

正如 H . Rubin (参见 [264; 推论 4.1]) 所注意到，密度 p ( x ; a ) 是随机变量 



(25) 



(26) 


的分布密度，其中 a = a ( z ; a ) 由公式 （25) 给定,《和 r ? 是相互独立的随机变量，《在 
[0,7 T ] 上有均匀分布，而7?是有单位参数的指数分布. 

注-检验随机变量 c 有密度 p { x \ a ) 不难.事实上，设 



a ( z ; a ) exp (— xa ( z ; ot )) dz . 


随机变量 ry / a ( e ； a ) 的密度显然是函数= h ( x ). 简单的变量替换指出， p { x - a ) 是量 
C 的概率分布密度. 
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这样， 


Law ( Ti ) 


Law ( t / (a/2) ) 


Law 




— a 




(27) 


并且由 （22)， 


Law ( Tt ) 


Law ( t 2/ a T a ). 


(28) 


以 7(0, 2) 表示有零均值和方差为 



的高斯随机变量，由 （27) 和（28)，我们得到 


Law ( Z t 


Z s ) 


Law (石 _ Bt s ) 


Lcm(Br t -T s ) 


Law 


T t 


Law 


(( 


— 7 ^ 7 ( 0 , 2 )^ = 

5) 1/a v^7(0,2 


Law :7(0, 2)) 



Law [ (t 




)" 


a (《; a /2) 


2 


V 


7 ( 0 , 2 ) 


这个对于 Law ( Z t 


Z s ) 的表示式表明，怎样借助于三个相互独立的随机变量$7?和 


7 


7 (0, 2) 可得到对称 



稳定随机过程的增量石 


Z s 观察样本. 


注. 关于借助其他（构造较简单的） Levy 过程来得到 Levy 过程的一般结果参见 


47]， [409] 和 [483]. 


过程 Z 
DT 模型 5 


( Z t ) t> o 在著作 [327] 中被用来讨论价格性态的描述 (" Mandelbrot - 


值得注意的是，如果 


看作现实的“物理”时间，那么 T t 可解释为 


运作”时间（参见第四章中的 §3 d ) 或者时刻 t 以前的随机“转换次数 


(这一有点 


T n 


随意的解释是类比随机变量6 0 > 1) 的随机个数几的和 E &而引出的 .) 


我们强调，对于每个 t ， 量 


B Tt 的分布是高斯分布的混合.换句话说，可以 


指出，量 z t 的分布是条件高斯分布（参见第二章中的§ ld ， § 3 a ). 下面在 § ld 中将 
考察另外的基于“双曲”分布的模型，它们也是条件高斯模型，并属于无限可分分布 
类，但不再是稳定的.所有这些都表明，寻求金融指数的价格演变的“恰当”描述，在 
某种意义下，是在转向条件高斯分布和过程的方向上前进的. 

5. 作为结束，我们考察稳定 L € vy 过程的三种情形，它们分别对应已知稳定密度 
显式的三种情形. 


例 1. 中的标准布朗运动 X 


( X t ) t>0 是严格2-稳定 Levy 过程.量&的 


概率分布密度 P 


Pi ( dx ) 有下列 形式: 


Px ( dx ) = (2? r )— 々 2 





X 





(29) 


而特征函数 


<p Xt (0) = Ee i{6 ^ Xt) = e —臺叫 


(30) 
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并（比较 (14)) 可直接看出 


^x at ( 0 ) - e K = e-4I#1 2 = ( 31 ) 

例 2. 中的标准 Cauchy 过程是严格 1- 稳定 Levy 过程，且有 


Pi(dx) = (7T) — 平 r ( d : 丄 ) (1 + |x| 2 )— 平也， x e R d . (32) 

特征函数 

㈣ W = e ， l , (33) 

并（比较 (14)) 可看出 

^ x a M = £ -叫 0 1 = e -^ 0 ' - ip aX M . (34) 


例 3. (0, oo ) 上的单边严格稳定 Levy 过程有 

Pi ( rfx ) - (27 r )- 1 / 2 / (0 , oc )(^) e 1/(2 x ) a ;- 3/2 dx , ^ € M , (35) 

以及 

WXt (❹） = exp {—£ i / j^|(l — zSgn ^)}. (36) 

我们直接看出 

<fax t (0) = exp{-a^v1^1(l - Sgn^)} 

= exp {— t \/| a 2 i 9 |(l — iSgn ( a 2 沒 ))} = ^ p a 2 x t (^)- (37) 

这些例子在本质上竭尽了所有 Xi (以至 X *)的一维分布可用基 本函数 表达的 
已知情形. 


§ ld . 双曲分布和双曲过程 

1. 1977年 O . Barndorff-Nielsen [21] 引人了在许多方面都很有意义的分布类，即 
所谓广 义双曲分布. 引入这种分布的动因在于试图对某些地质学上的经验规律给出 
适当的 解释； 随后这种分布在地形学、湍流理论等等以及金融数学中找到应用。 

广义双曲分布不是稳定分布，它如同稳定分布那样，用四个有适当含义的参数 
来刻画（参见第2点). 

在这种分布类中，我们分出两种最常 用的： 

1) 本来意义下的双曲分布； 

2) 高斯\\逆高斯分布. 
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应该注意到，这种分布是高斯分布的 混合. 因此，它们自然属于基于高斯分布的 
混合 和基于运用条 件高斯 分布观念的模型类.这类分布也是无限可分的， 从 而形成 
无限可分分布类的相当广的子类 .从 “尾部”性态的视角来看，这类分布处于指数 


a < 2的稳定分布和高斯分布 （a 


2) 之间： 它的“尾部”与稳定分布 （《 < 2) 相比 


下降较快，但与高斯分布相比下降较慢. 

_ 

2. 术语“双曲”的原意联系着下列情况 


对 于正态 （高斯）密度 


屮⑻ 


\/27 r 


2<t 


7 T(T 


来说，其对数 \ mp ( x ) 的图像是抛物线，而对于双曲分布来说，其密度 


⑴ 


hi ( x ) 


Ci ( a , f 3, S ) exp {— a \/5 2 + (x 


") 2 +p(x 


M )}， 


( 2 ) 


以至其对数 Inhrix ) 的图像是双曲线 


/( 工) 




In C^/3,6) 


a ^ J 5 2 ^ (x 


") 2 + 咖 


M ) 


(3) 


以及相应的渐近线是 


a ( x ) 


a\x 




/ i | + f 3 (x 


M ) 


在定义 （2) 中假定确定双曲分布的四个参数满足 


a > 0, 


0 ^ |/3| < a , 


fjL € 5^0. 


参数 a 和卢“负责”密度的形状，^是位置参数，^是尺度参数.常数 


Ci ( a , f 3, S ) 


OC 




2aSK l (SJa 


wr 


其中 K “ x ) 是指数为1的第三种修正 Bessel 函数（参见 [23]) 

为了描述双曲分布经常运用另一种参数化.令 


⑷ 


⑹ 


( 6 ) 


a 二豆 (W + 7)， P =豆 ( W -7)， 


它们满足 



a 


p 2 . 


在这些新记号下,密度 ^( x ) 
它将有下列 形式： 


⑺ 




hi ( x \ a , P , fi , S ) 可表示为 h 2 { x ) ^ 


h 2 ( x ) = C 2 (( f , J , S ) 


x exp j --(c^ + 7)V^ 2 + ( x -M) 2 + 7 )( X — 卜 


⑻ 
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其中 

柳，(兩， 

而 z = (^ 7 ) 1/2 , ^ -1 = ( W 1 +7 —t (这样的参数化在著作 [289] 中运用 •） 

由 （ 8 ) 可见，如果随机变量 X 有密度 h 2 [ x 卻， uS )， 那么量 y - ( X - a )/ 6 对 

于 aeM 和 6 > 0 有密度为 h 2 ( X ] b ^ frr ^/^ ( M - o )/ b ). 从而，双曲分布关于位移和 
尺度变化不变. 

由 （ 8 ) 还可见，密度 h 2 ( x ) > 0 对于所有 2 ； € R 成立，并且 h 2 ( x ) 的尾部当 
X — — oo 以“速度” w 指数 减少，而当 r — oo 时，以“速度” 7 指数 减少. 

如果 <5 — 00 , 8 / h — > cr 2 , w — 7 — 0 ,那么 

h 2 ( x - mi ， d ) ( p { x ), 

其中 - 是正态密度. 

如果 6 — 0 ,那么我们得到 Laplace 分布为极限（当 £p / 7 时，它非对称)，其密 

度为 

；\ (: r; 中 n ， fj ) 二 UJ - 1 exp { — + 7)1 工一 "I + 臺 (W _ 7)(^ -M)| - 
如果引入参数 


卜 (1 + V ^)-" 2 (= (1 + - 1/2 ) ， 

X = (^ p - 7)(< P + 7)" 1 ? ^ 丢 €) ， 

那么可以察觉，当有双曲密度 h 2 { xm 5) 的随机变量 x 变换为有密度 h 2 { x.n 

(根据上述）的随机变量 Y = X - a 时，它们的值不变.参数 C 和 X 有“斜 
度 （ skewness )” 参数和“峰度 （ kurtosis )” 参数的含义，它们可作为偏离正态性的良好 
指标.（详情参见第四章 § 2b .) 

注意，值 X 和$的定义域是三角形的内部 

▽ 二 {(x ， 0:o 彡 |xl<€<i} 

(参见图26;彳是正态分布 〆 是指数 分布; S 是 Laplace 分布). 

边界点（ 0 , 0 ) 0 ▽ 对应正态分布；点 （- 1 , 1 ) 和 ( 1 , 1 ) 也不属于▽，它们对应指 

数分布，而点 （ 0 , 1 ) G ▽ 对应 Laplace 分布.当 x — 土 C 时，我们得到的极限（参见 

[21]-[23], [25], [26]) 称为广义逆高斯分布 (generalized inverse Gaussian distribution ). 

在著作 [21]-[23], [25], [26] 中注意到，双曲分布是高斯分布的 混合: 如果随机变 

量 X 有密度 hi { x \ a ,(5,^,5 ), 那么 


LawX = E ； 2 ^(// + ^ a 2 , a 2 ), 


⑼ 
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其中 e ' ct 2 表示关于有参数 a 2 的下列逆高斯分布密度的 均值: 



( 10 ) 


其中 a = a 2 - 0 2 , 6 = 

3. 现在转向由 O. Barndorff-Nielsen 在著作 [21] 中引人的广义双曲分布类的 
另 一 ^种 表示， 即所 谓高斯\\逆高斯 (GIG, Gaussian\\Inverse Gaussian) 分布. （后 来， 
O, Barndorff-Nielsen 在著作 [22j 中开始把这种分布称为“正态逆高斯分布 (normal 

inverse Gaussian distribution).) 

如果依照 （9) 所规定的记法，那么随机变量 F 的高斯 \\ 逆高斯分布 LawF 由 

下列方式来确定： 

LaiwY = (" 十 "a 2 ， cr 2 )， (11) 

其中关于正态分布 ^ K(/x + /3 cr 2 , a 2 ) 的均值导出逆高斯分布有密度为 

☆ ⑷ = exp {- •( 似 + •)} ， (i2) 

这里 a ^a 2 -p 2 ,b = S 2 . ( 参数 a, 汍 " 和 5 与 （ 5) 中的一样 .） 

值得注意的是，如果 W = ( W t ) t>0 是标准布朗运动（维纳过程）以及 _ 

T(t) — inf{s 彡 0: 撕 5 十 y/as ^ Vbt} 

是过程 （M + 首次达到水平的时刻,那么 T ( l ) 恰好有密度为 （ 12) 的 

分布.从而 ，如果 B = ( B t ) t>0 是不依赖于 W 的标准布朗运动，那么7的分布重合 
于量 

^ T ( i ) + (^ + (3T{1)) (13) 

的分布.（比较 §lc 中的 (19)0 

记 g(x) = g(x;o ； ,0 ， /i ， J) 是 GIG- 分布的密度. 
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由 （11) 和 （12) 求得 


9{ x ) = S ) 



其中 

Cs(a,0^,S)^-e s ^^ 

7T 

以及 q ( x ) — y /\ + x 2 . 

由于 

Ki(x) - ^j^}r 1/2 e-' x oo, 


故当 |x| — oo 时， 


9{ x ) 


f OL 


\ 1/2 


1 


rsj 



2 ttS 



X — il 


2 


3/4 


x exp 



av^ + (x - /i) 2 + /3(x 



9 


因而, 



后一个关系式表明， /ll(x) 有比 P(z) 更厚的“厚尾”. 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


4. 有密度为 /ii (x) 的双曲分布比有密度为〆 x) 的高斯\\逆高斯 (GIG-) 分布 
构造简单.然而，有一种原则性的状况使得这两种分布中的后一种在某些性质方面 
更有优势.详情如下. 

设 y 是密度为= g ( x ; a , P ,^ S ) 的随机变量.由此可导出函数 

Ee xy = exp + P 2 — \/ ot 2 — {0 + Ap] + " 入 } • (18) 

由此可见，如果 Fi , ■•- , Y m 是有同样的 a 和心 但一般有不同的内和&的独立 
GIG- 分布的随机变量，那么它们的和 r = + • • ■ + y m 仍然是有同样的 a 和0以 

及"二 Mi +…+ Mm, 6 = A + .. ■ + L 的 GIG- 分布的随机变量， 

换句话说， GIG- 分布关于卷积（在上述意义下）封闭. 

如果X有双曲分布，那么为简单起见，取0 ^ = 0,我们求得 


Ee xx ^ 


a Ki ( SVoc 2 — A 2 ) 

Ki ( aS ) y / a 2 _ \2 


由此可见，双曲分布没有上面所指出的 GIG- 分布的封闭性质. 


(19) 
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重要的是要注意到, 两种 分布: GIG - 分布和双曲分布都是 无限可分的. 对于 GIG - 
分布，这点直接由（ I 8 )看出，而对于双曲分布，这点在著作[21]-[23], [25], [26] 中注 
意到.由 （18) 也可求得对于均值 Ey 和方差 DF 的简单表 达式： 



[ l -( f ) 2 ] 1/2 . 


DY 


5 

«[ l ~( f ) 2 ] 3/2 ' 


注. 关于运用这些分布来分析金融指数参见 E . Eberlein and U . Keller [127], 其 
中引人一系列金融指数统计处理的令人难忘的结果（也参见第二章中的 §2 b ). 


5. 由于双曲分布是无限可分的，故可以定义增量分布是双曲分布的 Levy 过程， 
即有同质独立增量的过程. 

我们限于有参数"二 " 二0的中心对称的密度 h ^ x ) = h ^ x - a ^.^ S ) 的情形. 
在这一情形下，密度 h x { x ) 可表示为下列 形式： 



我们将记 Z 为&有密度为 （20) 的分布的 Levy 过程. 

值得注意的是，由于 E|ZJ < oo , = 0和 Z = 有独立增量，这个过程是秩 

(关于自然 a - 代数（界)，罵= a { Z 3 , s ^ t )): 


E(Zt I ^s) — t ^ s. ( 21 ) 

(我们察觉， E|Z £ |^<oo 对于所有 p > 1 成立 

设= Eexp(idZt) 是双曲 Levy 过程 Z = (Z t ) t ^o 的特征函数.于是（比较 

§ lb 中的公式⑷和 （5)) 

= ((fiiO)) 1 . ( 22 ) 

由⑼和 （10) (对于叉=得到，当= 0时， 


LawZi = E ^.2^(0, ct 2 ), 


(23) 


其中 


Pa 2 = 


( f ) 


2 ^(^) 





(24) 


在 [127] 中对这些表 7 K 式进行比较,就对 < pt {0) 求得下列 “ Leiy - iiTiinic / iine 公式”（比 

较 §la 中的 （22) 和 (29)): 




(25) 
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其中 Levy 测度^有（表达上相当复杂的）密度 pp ⑻为（按 Lebesque 测度 dx ): 




exp (—| x | y 2 y + a 2 ) 

y{J^V2y)^Y^{SV2y)) 


dy + 


exp (-| x |) 


(26) 


这里 A 和 K 分别是第一种和第二种 Bessel 函数. 

基于关于 A 和 K 的渐近结果 （[1] 中的公式 9.1. 7,9和 9.2.1,2), 可以指出， （26) 
中的被积表达式的分母当 y — 0时趋向于常数，而当 y — oo 时渐近等于厂 1 / 2 .由 
此 [127] 的作者断定， Levy 测度的密度 

Pu { x ) - ^2 当 x — 0， (27) 

由此得到，过程 Z = ( Z t ) t >0 在任何无论多小的时间区间中有无限多个小跳跃. 

事实上，设 


M z (^； A,B) = J2 I{Z s {u)) - Z s ^(iv) G5), Be ^{R\ {0}), 

是过程 z 的跳跃测度，即 z s ( u ;)- Z s ^( uj ) 落在集合万中的 s 6 △ 的个数.于是（参 
见例如， [250; 第 II 章 1.8]) 

E^(o;;A,B) = |A|K5), 

因而， /(0,£] "(办）=°°，/[_ £)0 ) K 血 ） = 00 对于每个 £ > 0 成立. 


2 . 带自相似性质的模型（自相似性).分形性 


在金融时间序列的统计分析中，早就发现其中的许多都具有（统计）自相 似性; 
形象地说，自相似性就 是说： “它的部分如同整体一样构造”.例如，如果 (5 n ) n ^ o 是 
S & P 500 的日指数值，那么根据量 


hji 



和 "fcn 



^kn 


s 


fc ( n —1) 



n > 1 


的大量序列所求得的相应的经验密度乂⑷和 h { x ), k > l ， 满足这样的关 系式: 


fi ( x ) ^ k u fk ( k B x ), 


其中 M 是某个常数，其值显 著大于 1/2,而不同于根据中心极限定理所预期的量 1/2. 

显然，相似性质要求有其解释,并且正如以后的叙述中变得清楚起来，它可以在 
(统计） 自相似性 的一般观念的框架中 给出； 这样的框架不仅是为诸如分 形布朗运动、 

分形高斯噪声 那样的重要概念而引人的，并且还 对分形几何的 创立有决定性的影响 
( B . Mandelbrot ). 自相似性的观念以最紧密的方式与诸如 混沌、 非线 性动力系统之 

类的（非概率）概念相联系，后者（与其在金融数学中的重要应用相联系）已经在第 
二章的第4节中论述过. 
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§2 a . Hurst 的自相似性统计现象 


1. 1951年，一位在埃及参与尼罗河的水文项目达60多年的英国气象学家 

Harold Edwin Hurst 发表了著作 [236]; 该文叙述了他在实验中所观察到的在尼罗 

河和许多其他河流的年水位波动性态的出人意料的效应.这种效应的实质如下. 

设以,… ， a ^ 是 n 个逐年的水位^ (比如，在尼罗河的某部分).它们的均值的 

“好”估计将是量其中 X n 二 k 逐年的為 与按 n 年数据计算的（经 

k=l 


验）均值的偏差为量 


因而，最小偏差和最大偏差是量 


X k 


k 


X n 





我们记 


n 


n 




max 


X k 



为刻画累积量 x k 与 n 逐年的均值 ^ X n 的偏差程度的“范围”量. 

H . Hurst 在其实验实践中，运作的其实不是量7^，而是规范化的量 


Q 


尺 n/Sn ， 


其中是经验标准差， 



它的引入是为了得到关于替换 


x k — ^ c(xk 4- m )， 1 

不变的统 计量； 这是所期待的性质，因为甚至量叫的均值和方差照例是未知的. 

基于尼罗河在 622-1469 年期间（即经历 847 年）的观测资料的大量事实， H. 
Hurst 发现,对于大 n 值,统计量 H n / S n “走向”下列样式： 




S n 



⑴ 


其中 c 是某个常数，等价性“〜”在某个适当的含义下来理解，而参数 H 现在称 

为 Hurst 指数， 它大致等于 0.7. ( H . Hurst 也对其他河流得到类似的结果 .） H . Hurst 

认为这个结果是 出人意料的，因 为他所期待的 M 值应该等于1/2,而这点后来被 W . 


Feller 在 [157] 中阐明如下. 
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设…是有 二 0, Eg 二 1 的独立同分布随 机变量序列.（这正是 H . 
Hurst 所期待的于是正如 W . Feller 所指出，当 n 很大时， 



由于在所考察的渐近情形下， — 1 (以概率1成立)，故自然有当 n 很大时，量 
必须如同 n 1 / 2 那样增长（至少是平均增长). ^ 

在研究序列 ( x n ) n ^ 的统计性质时，自然也会对经验分布函数 + + 

的结构感兴趣，它是由（大量）样本，比如（0：1，…, X n )^ (3^+1，…, X 2 n ), 等等来求得 
的.在&是河流水位与某个“均值”的偏差时，观察得到（例如还是对于尼罗河） 

Law ( x x + • • • + x n ) ^ Law ( n H xi ), (2) 

_ 

其中 M > 1/2. 

2. 怎样来考虑 （2) 中的序列 ( x n ) 的概率统计性质，使得参数 M 可能不同于 

1 / 2 ? 

如果转向 § la 中的公式（4)，那么参数值 M 〜 0.7 的解释之一在于， ^, x 2 , …是 
有稳定指数 a = 1/ M 〜 1.48 的独立稳定的随机变量. 

然而，还有另一'种解释 ， IHI / 1/2的 （2) 的性质甚至可能在随机变量 a ： i , X 2, * * * 
有正态分布、但不独立的情况下发生！这时，平稳序列 （ x n ) 必定是有强后效的序列. 
(参见后面的 §2 c .) 

3. 性质⑴和⑶是自相似性的独特 形式； 对于许多金融指数 （以、 取代 
也可观察到这样的性质.因此，毫不奇怪的是，上面所注意到的关于量 （〜） 的“独立 
性和稳定性”或者“不独立性和正态性”在金融数学中可找到广泛的应用，特别是在 
分析“波动率”的“分形”结构时. 

H . Hurst 的研究和所注意到的观察是 B . Mandelbrot 研究的出 发点； 由此， Man ¬ 
delbrot 建议既在他考察的丑模型中，又在许多其他概率模型（其中包括金融数 
学中的模型）中，运用严格稳定过程 (§ lc ) 和具有自相似性质的分形布朗运动. 

应该强调，形形色色的在大自然（物理、地球物理、生物、经济等等）中遇到的 
带非线性动态变化的系统 都具有 （1) 和（ 2 )类型的自相似性质.也正是这种“自相 
似性”在 分形几 何中起着中心作用，而分形几何的奠基人 B . Mandelbrot 称他的书为 
“大自然的分形几何 (The Fractal Geometry of Nature )”，[320], 也正是要突出在大自 

然中自相似性概念的普适性. 

对于我们今后定义统计自相似性和分形布朗运动所需要的知识将在 §2 c 中给出. 

下一节不直接与金融数学有关，但吸收了著作 [104], [379] ; [385], [386] , [428], [456] 等 
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等的 资料； 它们给出自相似性观念的一般表示，而正如已经注意到，自相似概念在分 
形几何中起着中心作用. 

§2 b . 漫游分形几何 

1- 如所周知，出现在古希腊的欧几里得几何是力求把大自然中的所观察到的各 

种各样的形状归结为一些“简单的”、“纯粹的”、“对称的”对象.这就出现了 “ 点”、 

“ 线”、“面”以及三维对象（球、锥、柱等等). 

然而，正如 B . Mandelbrot (1984) 所 指出： “云不是球，山不是锥，海岸线不是圆 
周，树皮也不光滑，闪电也不沿直线传播 . ” 正是他创建了所谓分形几何恰好用 

来描述诸如此类的对象、形状、现象 等等； 它们远不是“简单”而“对称”的，相反, 
它们具有很复杂的 结构; 但尽管如此，它们具有自相似性、自再生性等等类型的一系 
列性质. 

我们不打算给出“分形几何”及其基本概念“分形”的数学定义，而只希望读者 
注意到“一般的分形观念以及在金融数学中的特殊的分形观念’，的重 要性； 我们给 
出的 “ 定义”仅仅停留在直观描述的水平上. 

经常给出这样的“可用定 义”： “分形就是其部分构造与其整体构造一样的对象.，， 
(术语分形是 B . Mandelbrot 在1975年 [315] 中所引入的，其来源是拉丁词 “fractio 

(ecclesiastical Lat ; feminine (教会拉丁文；阴性 ))： 打碎，碎片 （a breaking , breaking in 
pieces )”， 参见 [296]. (Breaking (英语 )： the action of break (打碎行动 )， fracture (破 

裂 ).） 

树是有这种空间分形结构的对象的经典例子（“部分”是树枝， “ 整体” 是树干). 
另一个直观的例子是 Sierpinski 1 ) 三角形，它是这样得到的：由一个实心的（“黑 
色的”）三角形挖去中心三角形的内部，再对每一个“黑 色的” 三角形挖去相应的中 
心三角形的内部，如此等等（参见图27中的逐次构造). 

这样得到的所余下的“黑色的”点的集合最终形成一个集合，它也就称为 

Sierpinski 三角形；这是以吸引子著称的对象的一个例子. 

显然，这样构造的 Sierpinski 三角形中有许许多多空洞，而这就自然发生这样的 
问题: 这一对象的 “ 维数”是多少？ 

严格地说，它不能称为是二维的，因为它有大量“窟窿”，同时，它当然也不是一 
维的. 

这一简单的例子表明，看来 Sierpinski 三角形可用某个分形维数，即分数维数来 
描述.（在对应的定义下，这一 “ 维数”大致等于 1.58; 参见例如， [104], [428] , [456].) 

Sierpinski 三角形是对称分形对象.在大自然中，占优势的当然是“非对称分形”， 
它联系着其形状的局部随 机性. 尽管如此，这与整体确定性并不 矛盾； 作为下列随机 

波兰数学家 Waclaw Sierpinski (1882—1969) 早在 1916 年就引进 “Sierpinski 三 角形” （在 英文 
文献中也称为 “Sierpinski Gasket (垫圈) ”） 以及 “Sierpinski 地毯” （“Sierpinski Carpet”). 




■ 206 • 


第三章随机模型.连续时间 


程序作用的结果来得到的 Sierpinski 三角形可看作证实这点的一个例子. 



图 27 Sierpinski 三角形的逐步构造 


我们考察有顶点为乂 = ^(1,2), 5(3,4) 和 C = (7(5, 6) 的等边三角形，其 

中数1,2,…，6的出现使下列构造变得明显. 

在三角形中以任意方式选取点沁)，然后以“诚实的”方式掷骰子.如果落下的 
比如是 “5” 或 “6”，那么把点⑷与顶点 C = C (5,6) 相连,并设⑻是连接这两个点 
的线段的中点.然后再掷骰子，再根据所落下的数以类似的方式得到新 的点 ㈤ .如 
此等等. 

尤其引人注目的是，这样得到的点（队⑻，…的极限集将（“几乎总是”）形成 

Sierpinski 三角形（图27中的“黑色”点). 

数学上众所周知的另一个有分形结构的“经典”例子是 Cantor 集，它是由 

George Cantor ( I 845 — 1918) 在1883年作为有特殊结构的集合 （完全集， 即没有孤 

立点的闭集）的例子，它在数直线上无处稠密，但有连续统的势.我们记得，这个集 
合是线段[0, 1] 的子集，它由所有形为 g g 的数所形成，其中 Q = 0或 2. 在几何 

上， Cantor 集是由线段[0，1]中挖去中(开）区间(|,|),然后，再在佘下的线段 
[ o ，|] 和 [|, i ] 挖去它们的中心子区间 （|， f ) 和（|，§),如此等等.这样挖出的区间 
长度之和等于1,但,尽管如此,余下的“稀”集其实有连续统的势. Cantor 集的自相 
似性，即它的“部分构造如同整体构造”，由这一集合的几何构造本身很 明显; 根据这 

一 构造,这个集合是一些子集的全体，其中的每一个如同是整个集合的一个“微缩”. 

有自相似性质的其他著名的对象还有 戶似―三角形 （ B . Pascal 提出)， Koch 雪 
花 （由 H . van Koch 提 出)， Peano 曲线 （由 G , Peano 提 出)， Julia 集合 （由 G . Julia 

提 出)； 参见例如， [379]. 
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2. 上面说到的“维数”，我们也不给出其确切的定义 （ F . Hausdorff 是 “Hausdorff 

维数”的作者，他注意到，“维数”概念的“正确”定义是非常困难的).关于这方面 
可参考专门的文献（参见例如， [104], [428], [456]), 我们只要注意到，比如平面上的曲 

线，其分形维数的观念是相当简 单的； 这个维数表明所考察的曲线掩盖平面的程度. 
如果这条曲线是某个过程 X 二 ( X t ) t >0 的实现，那么在 ( X t ) t >0 中的“高频成分”越 
多，它的分形维数就越大. 


3. 现在假定 ，X = 是某个随机过程.在这种情形下，自然给出的“分形 

维数”的定义不是对于个别实现的，而是对于实现全体的.这个想法导致随机分形维 


数的概念，它的定义将在下一节中给出. 


§2 c . 统计自相似性.分形布朗运动 

1. 定义 1.在中取值的随机过程 X = 称为自相似的 ( self - similar ), 

或者说满足(统计）自相似性质，是指对于每个 a > 0,可求得这样的6 > 0,使得 

Law ( X at , t > 0) = Law (6 JCi , i ^ 0). (1) 

从直观的视角来看，这意味着，时间尺度的变换—说）导致与相尺度变化 
(x —> bx ) 的 同样的结果. 

在 § lc 中，我们看到，对于（非零）严格稳定过程，存在常数軋使得6 = 这 

时对于严格 a - 稳定过程，有 

( 2 ) 

a 

在（一般）的稳定过程情形下，取代⑴，我们有（参见 § lc 中的⑶）性质 

Law ( X at ,t 彡 0) = Law ( a e Xi + tD a ,t ^ 0), (3) 

它意味着，对于这种过程，时间尺度的变化导致考虑可用位移 0) 来确定的 
转移的相尺度变化的同样结果.这时，对于 a - 稳定过程 ， M = 1/ a . 

2. 由此得到下列合理而自然的 定义： 

定义 2. 如果在定义 （1) 中，对于任何 a > 0,参数6 = 那么随机过程 

X = ( Xt ) t ^ o 将称为有丑 wrsi 指数 M 的自相似过程，或者说过程满足有好 wrsi 指数 
M 的统计自相似性质.量 D == - 称为随机过程义的统计分形维数. 

自相似过程的经典例子是布朗运动 X = ( X t ) t > Q . 我彳^记得，对于这个（高斯) 
过程， EX t - 0, EX s X t - min ( sj ). 因此， 

EX as X at = min ( a 5, at ) = amin (5, t ) — E ( a l ^ 2 X s )( a 1 ^ 2 X t )^ 

而这就是说二维分布 Law ( X s , X t ) 具有下列自相似 性质： 

Law(X as , X at ) = Lsiw ( a 1/2 x s , a 1/2 x t ). 
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由高斯性，由此得出，布朗运动满足有 Hurst 指数 HI = 1/2的统计自相似性质. 

另一个例子是严格 a - 稳 ^ JL 6 vy 运动； S ： = { X t ) t>0 , 它满足 

X t - X s 〜 S a (( t - 5) 1/2 ,0,0), (0,2]. 

对于这个有同质独立增量的过程 

X s ), 

而这就是说 Hurst 指数 M = 1/ a 以及 D = a . 当 a = 2 时，我们得到布朗运动. 

我们强调，在这些例子中所考察的过程都是 有独立 增量的过程- 

下 列例子有关有 不独立增量的 过程. 

3. 分形布朗运动. 

我们考察函数 

A ( s y t ) ^ |5 | 2H + |^| 2H — — s | 2H , s,t € M . (4) 

这个函数当 0 < M 彡 1 时是非负定的，因而，在某个概率空间上（比如，在实函数 
… ( uj t ) te u 的空间上）存在（参见例如， [439; 第 II 章 §9]) 高斯过程，使得它有零均 

值和自协方差函数 

Cov ( X s ^ X t ) = -^4(5, t ), 

即 

EX s X t = i {| s| 2H + | i| 2H -\ t - s | 2H }. (5) 

由此可见， 

EX as X at = a m EX s X t = E ( a H X s )( a H X t ), 

而这就是说， 

L ^ w ( X as , X at ) = Law ( a H X s , a H X t ). 

正如在其密度由二维分布来确定的布朗运动的情形下那样，我们断定，现在考察的 
过程 X 是 Hurst 指数为 M 的自相似过程. 

由⑻， 

E \ X t - X s \ 2 - | t - s | 2H . (6) 

我们记得 ， KoZmogorcw 判别准则 （参见例如， [470]) 断_， 如果可求得这样的常 
数 a > O ，0> O 和 c >0, 使得对于所有 s , t 彡0,有 

EX t - X s \ a ^ c \ t ~ s \ 1 ^, (7) 
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那么随机过程 叉 = ( X t ) t ^ 0 存在连续修正， 因此，如果 H > 1/2,那么由⑹立即 

得到（当 a ： = 2 , = 2 M - 1时)，所考察的过程 X = ( X t ) t ^ 0 存在连续修正.如果 
0 < M ^ 1/2,那么由对于每个0 < A : < M 的高斯性，下列估计 成立： 

E\X t ~~X s \^ k ^ 


其中 c 〉0是某个常数.从而，重新可能应用 Kolmogorov 判别准则 （a = 1/ A :, 
p = M/k-l). 

这样一来，所考察的高斯过程 X = ( X t ) t ^ 0 对于所有满足0 < H < 1的 H 存在 

连续修正. 

定义 3. 有零均值和协方差函数 （5) 的连续高斯过程 X = ( X t ) t ^ 0 称为（标准) 

有自相似 Hurst 指数 H (0 < H ^ 1) 的分形布朗运动. （以后对于这样的过程将经常 
使用记号 = ( B u ( t )) t>0 .) 

由这一定义得到，（标准）分形布朗运动 X 二 ( X t ) t > n 有下列性质（它也可以用 
来作为这种过程的定 义)： 

1) X 0 = 0, EX t - 0对于所有 O 0 成立； 

2) X 有平稳 增量： 


Law ( X £+s - X s ) = Law ( X t ), 


3) X 是局斯过程， 

EX 卜 \t\ m , 0 0 ， 

其中 0 < M 彡 1; 

4) X 有连续轨线. 

由这些性质，我们再次得到分形布朗运动具有自相似性质. 

在这些联系中，值得注意的是，在一定的含义下，反之也成立 （[418; 第318-319 

页]) : 如果非退化过程 X = (X t ) t>0 , X 0 = 0 ? 有有限方差，是有 Hurst 指数 M 的 

自相似过程，并且有平稳增量，那么 0 < H [彡1, 且其自协方差函数 Co\i{X 6 ,X t ) = 

£XlA{s,t), 其中 A{s,t) 由公式⑷来给定. 不但 如此, 在0 < M < 1的情形下，数学 
期望 二 0, 而在 M = 1 的情形下 ，有 X t = tXi (P-a.s.). 

我们还注意到，除了高斯过程以外，也存在 非高斯 过程有所指出的性质（参见 

[418; 第 320 页 ]). 


4. 如果 M = 1/2,那么（标准）分形布朗运动无非就是（标准）布朗运动. 

首先考察所引人的过程的是 A . N . Kolmogorov 1940 年在他的著作 [278] 中 
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进行的，其中它们被称为维 纳螺线 (helices of Wiener ). 术语 分形 1〉 布朗运 动是在 
1968年的 B . Mandelbrot 和 J . van Ness 的著作 [328] 中引入的.不同于 Kolmogorov , 
他们构造过程执[时，是从自协方差函数⑷的形式出发的， Mandelbrot 和 van Ness 

利用对（某个）有 Wo 二 0的维纳过程 W 的随机积分来得到“显式 ”：对 

于0 < H < 1， 


% ⑴： CH 






(— s ) h - i / 2 ] dWs + f ( t - s ) m - l /2 dW s 

」 Jo 


其中（规范）常数 



2 Hr (§ - H) 

f~(i + HI) r(2 ~ 2H) 


⑻ 


⑼ 


选择为使 E 蹄⑴= 1. 


注 1. 关于 （8) 的右端的各种表示形式参见著作 [328]. 在这篇著作中，也详细评 

论原来的术语 分式布朗运动 (fractional Brownian motion ) 及其与分 式积分 (fractional 

integral ) ( Holmgren - Riemann - Liouville ) 


/ ( t - s ) M ~ 1/2 dW s (10) 

Jo 

的类比，其中 H 可以是任何正数（也参见 H . Weyl 的著作 [475]). 

注 2. 分形布朗运动的几乎肯定的轨线满足指数/? < H 的 Holder 条件.它 
们也处处不可微，并且 


lim 


t ― ►to 

在任何点^0^0上成立. 



oo ( P - a . s .) 


注 3. 如果在表示式 （8) 中取在（0，1)中取值的 Holder 函数邮 7 (|呱 - H ,| < 
c \ t - s \ ( x , a >0) ) 那么我们就得到所谓 多重分形布朗运动. 这个过程在著作 [381] 中 
引进，并进行详尽研究. 

注 4. 在随机过程理论中，众所周知半鞅类在发展随机分析理论中的作用 (参见 

后面的第5点以及更详细的例如， [250], [304]). 在这种联系中，有益的是注意到，有 
0 < M < 1的分形布朗运动(除了 HI = 1/2 (即布朗运动情形）和 M = 1以夕卜）不 
是半鞅. 这一事实对于1/2 < H < 1的证明参见专著 [304; 第4章，§9,例 2]. 

著作 [328] 称为“分式布朗运动，分式噪声及其应用 (Fractional Brownian Motion, Fractional 
Noises and Applications )”， 取代我们所采用的字面上正确的术语“分形 （ fractal) 布朗运动”，而采 

用了日常所说的“分式 (fractional) 布朗运动”.然而，考虑到俄语上的顺耳，我们决定取代术语“分 
式”， 而使用术语“分形”，以特别强调过程的分形本性. （英文 版中，这里的“分形”布朗运动全 
都被改为“分式”布朗运动.——译 者注） 
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注 5. 在与 Hurst 的 尺 AS - 分析（即基于研究经验标准差及其比值的范围性质的 
分析; 参见第四章，第4节）的联系中，依照~[328]，注意到以下这点是有 益的： 如果 
X ^ ( X t ) t ^ o 是有 Hurst 参数 H ， X ◦二0和瓦= sup 足 -inf 的连续自相似 

0 彡 s 彡 f 0«< 

过程，那么 Law (^) = Law (^ i ), t > 0. 在布朗运动 X = Bi 的情形下， W . Feller 

2 

([157]) 对于 I 求得精确分布.（这个分布的密度有形式为8 g x > 

0,其中 ip { x ) ^ (27 r )~ 1 / 2 exp (~ x 2 /2).) 

5. 自相似性质有各种推广例如，设 X ( a ) = ( X t ( a )) t >0 是有参数为 a € M 的 

Ornstein-Uhlenbeck (型）过程，即由下列公式确定的 Gauss - Markov 过程： 

X t ( a ) - f e ^ l ~ s ) dW s , 0 0 ， (11) 

其中 W = {W s ) s ^o 是标准布朗运动；参见 §3a. (我们察觉， X { a ) = { Xt {< y )) t ^ o 是线 
性随机微分方程 dX t { a ) = aX t { a)dt + dW u X 0 { a ) = 0 的解 .） 由 （ 11) 不难导出，对 
于每个 a € M , 

Law ( X a t ( o;),i € IR ) = Law ( a 1(/2 X t ( o ： a ),£ € IR ), 

它可看作对于过程族 { X ( a ), aeR } 的专门的自相似形式. 

6. 我们还剩下一个基于自相似性质的原理上很重要的“统计推断”方法. 

令 X = { X t ) t >0 是自相似指数为胚的自相似过程.设 △ > 0. 于是 

Law ( X A ) - Law ( A H X 1 ), (12) 

而这就是说，如果 f A ( x ) = -- P ( X ^- X ) 是 X A 的概率密度，那么 

ax 

fi { x ) = A h / a (3： A m ). (13) 

在通常的统计分析中，经常由一般的考虑，可以认为，过程 X 是带有某个一般 
来说有未知参数值皿的自相似过程.设想我们通过某种方式获得对于 H 的某个“可 
能有的”估计氣于是为了检验假设 X 实际上是有参数为鹿的自相似过程，可以如 
下处理. 

假定根据在久 i 和 Xa 上的独立观察结果，我们对于足够多的 A 值得到经验密 
度 K ㈨ 和 Ia { x ). 于是,如果对于广阔范围的 X 和 A 值，有 

/i (^) - A e / A ( xA H ), (14) 


那么可以认为，我们对叉是有指数为#的自相似过程的假设的合理性得到足够强 
的证实. 
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当然，如果 M 的理论密度 h ( x ) (它自然依赖于 H ) 已知，那么取代检验关系式 
(14) 的是，要断定函数 A ^ f A ( xA ^) 的图像近似“拟合”在把值 M 作为 Hurst 指数 
(或者这个参数原来的值，如果它先验已知）的密度函数 fi ( x ) 的图像上的合理性. 

7. 对于 a - 稳定的 Levy 过程，其 Hurst 指数 HI = 1/ a , 因而，对于这样的过程， 

H 的估计归结为参数 a 的估计.对于分形布朗运动如= ( B M ( t )) t>0 , 依据离散观察 
得到参数 M 的估计例如可如下来实行. 

考察时间区间[0, 1]. 我们把它分成 n 个相等部分,并设 A = 1/ n 是分割的区间 
长度. 

W △卜 ELi l ^( feA ) - B H (( k -1) A )| 

’ n 

(比较第四章 § 3 a 中的 (19)). 

由于 

E |^ h (^ + «) — Be ⑴卜 y 

故 

Ezyi(B H ; A) = y ^A e . 

由此自然导出下列推断：作为 H 的估计，应该取统计量 

G A)] 

胍， - k^A - . 

(在著作 [380] 中指出， U n -^ m 以概率1成立 .） 

§2 d . 作为有强后效过程的分形高斯噪声 

1. 在应用概率论的许多领域中，布朗运动 B = ( B t ) t ^ 0 被用来作为以一种简单 
方式得到白噪声的模型. 

如果令 


(3 n = B n — B n ^i, 几彡 1 ， ( 1 ) 

那么得到的序列 0 = (/3 n ) n> i 将是有 E 久二0, E 忠=1的独立同分布的高斯序列. 

与第二章的 §2 a 相对应，这样的序列我们称为白（高斯）噪声，并在形成各种随机 
过程（既包括线性模型 （ M 木 ARMA 等等)，也包括非线性模型 ( ARCH , GARCH 

等等 )） 时用来 作为随机源. 

在这一含义下，转向分形布朗运动 與1 以既得到 有强后 效性质 （“long memory ”， 
“persistent system ”） 的平稳高斯序列， 又得到带快 速交替 的序列 （“relaxation pro - 
cesses ”， “ intermittency ” ， “ antipersistence ”)， 看来是有益的. 


类似于⑴，令 


2. 带自相似性质的模型（自相似 性). 分形性 
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二 石 H (几） _ — 1)， 71>1， （2) 

并将称序列/? 二 { Pn ) n^i 是有 Hurst 参数 M (0< H < 1) 的分形（高斯）噪声. 

由 §2 c 中的对于（平稳）过程的协方差函数的公式 （5) 得到协方差函数 
Pe ( n ) = 有下列形式： 

pu ( n ) = ^{| n + 1 | 2H - 2| n| 2H + |n — 1| 2M }. (3) 

由此可见，当 n — oo 时， 


pm ( n ) - H(2H- l)|n| 2H - 2 . (4) 

这样，在 IHI = 1/2 的情形下，协方差 m { n ) = 0对于 n — 0成立，而 {( 3 n ) n ^ (IE 
如上面已经注意到 ,） 形成独立随机变量的高斯序列.如果1/2,那么由⑷我们 
看到，协方差随 n 的增长减小相当慢（如同 | n |-( 2 - 2 H )), 它通常就被解释为具有“於 
记忆”，或“强后效”. 

注意到在情形0 < H < 1/2和1/2 < It < 1之间的根本不同是有益的. 

如果0 < M < 1/2,那么协方差 取负值 （ pH ( n ) <0, n >0), 这时 f ： \ pu { n )\ < oo . 

n=0 

如果 1/2 < M < 1，那么协方差 取正值 ( pe ( n ) > 0, n > 0)， 这时 f ： \ pu ( n )\ = oo . 

协方差为正意味着 跟随久 的正（负）值后面的值也可预期为负）值.从而， 
在许多金融指数 S 二 （&) 的收益量心 二 In 的经验分析中，有1/2 < H < 1的 

分形高斯噪声可作为描述“聚集性”效应 ( mmi , §3 e ) 的适当的模型. 

协方差为负意味着跟随久的正（负）值后面的值可预期为负（正）值.这 种强交 
替（“升一降—升——”）的局面实际上在分析波动率的性态时可观察到（详情参见 
第四章中的第3节和第4节). 

2. 序列二（仏）是相关函数 pu ( n ) 由公式 （3) 给定的平稳高斯序列. 

可以直接断定，在谱表示 


Ahi(^) 



7T 


e 


iXn 


fnWdX 


(5) 


— 7T 


中，谱密度 MW 可表示为下列形式: 


/h(A) 



2 X 


(cosxA) ( sin^ ^ x~ 2M ~ 1 dx 



sm 


2 


X 


0 



X 


2 H 


x dx 


⑹ 


引入相应的积分汁算，可以求得（详情参见 [418]), 


/ h ( A ) 


K(M)\e 


iX 


2 


E 

k~ — oo 


X 



2 ttA ;| 2M + 1 




⑺ 
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其中常数 K ( M ) = (^ rpIHOsinOHbr )). 

3. M - 1/2的情形. 

在应用分形布朗运动来描述金融指数动态变化时，我们选取某个时间度量单位 

n 二0, 土1，土 2，.一， 并令 


H n 二 , h n — H n ~~ H n —i . 

显然， Eh n — 0以及 D 心= 1. 

对应这一情形，序列 A = ( M 是独立同分布随机变量的高斯序列；正如上面所 
指出的，它称为白（高斯）噪声. 

4. 1/2 < M < 1 的情形. 

对应的噪声 h =(、）经常称为黑 噪声. 这种噪声的特点是有强后效、 强记忆. 
(在英文文献中，对于这种性质使用术语 “persistence” （持续性 ).） 

类似的效应例如可在以下的一些情形中观察到：河流的水位状态、太阳活动特 
征、树的年轮宽度序列以及最后，我们最感兴趣的，对于股价、汇率以及其他金 t 融指 

数的量、二 In (n ^ 1) 所形成的序列（参见后面的第四章). * 

如果 M = 1/2, 那么标准差 v/D(^i +… + M 随着 n 的增长如同 v/H 那样增 
长.在 H > 1/2的情形下，这一增长更快，它是阶的.换句话说，所合成的值 
H n = - - 与白噪声 （M = 1/2) 的情形相比，有更大的离差. 

有益的是要注意到，在 H 二1的情形下，分形布朗运动 B M ( t ) - ⑴ （ P - a . s .). 
因此，在这一情形下， 增量^二 如 ( n ) - B m (n - 1) (n > 1) 的序列= ( M 只有平 
凡的 特征： 所有量\三也⑴， n ^ l , 它也可称为“理想持续性”的情形. 

5. 0 < H < 1/2 的情形. 

可观察到有这种 Hurst 参数值的系统的典型例子是揣流.著名的 Kolmogorov 

三分之二定律 ([276], 1941年）指出，在不可压缩粘性流体中，当 Reynolds 数很大时， 

在两个相距不大不小的 r 的点上的速度差的平方平均正比于 r 2 ' 其中 H = 1/3. 

有0 < M < 1/2的分形噪声 h = (M (粉红噪声） 有负协 方差， 正如已经注意到, 
它对应在值\上 的快速 交替.正是这种性质刻画了湍流现象，它（与自相似性质一 
起）说明，有0 < M < 1/2的分形布朗运动可用来作为描述湍流现象的良好模型. 

Hurst 参数满足0 < U < 1/2的金 融瑞流 的例子是序列 F 二 ( fn ), 其中 Fn 
ln ^- 以及 

f n — 1 
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是对于股价、道琼斯指数、 S & P 500 等等的对数收益序列 h = (^ n ), h n ^ In &的 
经验方差（波动率）（参见第四章 §3 a ). 

许多作者（参见例如， [180], [385], [386]) 都看到流体动力学的湍流性与金融市场 
的价格性态有很大类似.这种类似导致，例如，著作 [180] 的作者所断定的那样 ：“我 

们有理由相信，在过去 70 多年发展起来的湍流定性图景，可帮助我们很好理解如金 
融市场那样的表面上毫不相干的领域 


3 . 基于布朗运动的模型 

§3 a . 布朗运动及其作为一种基底过程的作用 


1. 在以构造方式来给定描述 “ 收益”量、 二 ln ^- (它来自比如股价在时刻 

n 为 S n ) 动态变化的随机序列 /I 二 （ M 时，无论在线型中，还是在非线性模型 
中，通常假定有某个基底序列 e 二 (^),它也是生成序列 A 二 （\)的随机性的“载 
体”. 这个序列 5 =( 〜） 照例被认为是（高斯） 白噪声. 

选择这样的序列 e 二（〜）作为基底自然期待由“简单”构造的对象出发建立 
“ 复杂”的对象（一般来说,如同量、那样). 

这时，序列 e = (、）实际 上可被认为是“简单 的”， 因为它 是由经典正态 （高斯) 
分布1(0, 1) 的独立同分布随机变量所形成的. 

2. 在连续时间情形下，为构造许多 “ 复杂”结构的模型， 布朗运动 起着类似的作 

用.布朗运动作为数学对象是在 L . Bachelier ([12]; 1如0年）和 A . Einstein (爰因斯 
坦） ([132]; 1905年）的工作中引进的.布朗运动的严格数学理论以及它在函数空间 
中的测度是 N . Wiener (维纳） [476] 在1923年建立的，正因如此，布朗运动也称为维 

纳过程， 而对应的测度称 为维纳测度. 

根据 §lb 中 的定义2, 标准布朗运动 B = (^)^o 是有同质独立增量以及石 0 = 
0, EB t - 0, - t 的 连续高斯随机过程. 这种过程的协方差函数是 EB s B t = 

min (5, t ). 

前面已经不止一次地提到布朗运动的自相似 性质： 对于每个 a >0, 

Law (万 a t ; ^ ^ 0) — Law ( a 1 ^ 2 5 f ; t ^ 0). 

由这一性质导出，过程 ^ B at ) t > Q 也是布朗运动.除了这一性质以外，我们还注意 

到一系列其他的 变换； 它们得到€新的过程 B ⑷， i = 1,2,3,4,也是布朗 运动： B ^\ 
B ! 2 ) 二 tB 1/t 于亡 > 0以及 ) = 0; ) = B t + S ~ B S 对于 s > 0; Bf 4 ) = B T - B 丁一 t 

对于 f CT 以及 T > 0. 
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由 d 个相互独立的标准布朗运动及= { B l t ) t> 0 (i = 1,…， d ) 所构成的多维过 
程 B 二 （ B 1 ， … ， B d ), 称为 d - 维标准布朗 运动. 

具有“丰富”结构的布朗运动可用来构建各种各样的随机过程. 

例如，布朗运动在构 造扩散 Markov 过程 X = ( X t ) t>0 作为随机微分方程 

dXt = Xt)dt + cr ( i , Xt)dBt (1) 

的解时，起着“基底”的作用，这里方程可解释为在下列（积分）意 义下： 对于所有 

t > 0 , 七 t 

X t = Xo-h f a(s,X 3 )ds -f a(s,X s )dB 8 . ( 2 ) 

Jo Jo 

在这个表达式中出现的积分 

It = f a ( s , X s ) dB s (3) 

Jo 

理解为关于布朗运动的 随机积分. （有关随机积分和随机微分方程的问题以后在 
§3 c 中讨论 .） 

在金融数学中， 几何布朗运动* 9 = ( S t ) t ^ o 起着重要作用，它服从随机微分方程 

dSt — St(adt + crdBt ), (4) 


其中系数 a G M ，(7 > 0, 

这个有不依赖于布朗运动5的初值％的方程，有显式解 

S t = (5) 

由此可见，记 

S t = 5 0 e ^ 

(比较第二章 § la 中的公式（1))，则 

H t 二 + ⑹ 

过程孖 =( 历 ) 00 称 为有局部漂移 ( a - a 2 /2) 和扩散 a 2 的布朗运动 .由（ 6 )得 

到，局部漂移刻画丑= ( H t ) t ^ o 的变化的平均 速度； 扩散/经常称 为微分方差， 而 
在金融文献中 称为波动率. 

P . Samuelson ([420]; 1965年）大概最早领悟到几何布朗运动在描述价格演变中 
的重要性，他也把它称为经济布朗运动. 

另一些著名的过程例子可作为随机微分方程 （1) 当系数 W 和 a ( t , x ) 如下 
选择时的解来提出. 


. 基于布朗运动的模型 
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有知 


Q ! 和 


0 的 布朗桥 X 


( X t )0< t < T 是服从下列方程的过程 


dX t 


/3-X t 


T 


dt -H dJBf , 


0 < t < T ， 


⑺ 




其中 B 


( Bt ) t ^ o 是某个布朗运动. 


可以断定，例如，借助于 It 6 公式（参见以后的 §3 d )， 过程 X 


( Xt ) o ^ t^T 作为 


方程 （2) 的解可表示为 


X t 


a \ 1 — 


T 


+ (3~ + {T~t) 



dB s 


T 


⑻ 


其中积分理解为按布朗运动的随机积分.由于这个方程有唯一解（参见 §3 e )， 故在时 


刻亡 


0从点 a 出发、在时刻 t 


T 落在点的布朗桥可用公式 （8) 来定义. 


对于标准布朗运动来说，它的自协方差函数 p ( s ， t ) 


min ( M ). 对于所考察的布 


朗桥来说，对应的自协方差函数 / o ( s , 0 


min ( s ， t ) — 等 . 均值 EX 


不难验证,对于每个标准布朗运动 W 


( W t ) t ^ 由公式 










T 




⑼ 


st 


定义的过程 = ( W t °) 0 ^ T 有协方差函数 p { s , t ) 等于由此得到， 

_ i — 一 一^ • 一 _ 


除了用公式 （8) 定义的过程 X 




( X t ) Q < t ^ T 以外，过程 K 






—〒” 




( 10 ) 


有同样的有限维分布 （ Law(U < T ) 
版本. 


Law { X t ,t ^ T )), 从而可看作布朗桥的一个 


Ornstein-Uhlenbeck 过程 ([466]; 1930年）是下列（线性）随机微分方程的解: 


dX t 


otX 兔 dt cdB^ ? 


Q ： > 0- 


(li) 


再次运用 ltd 公式，可以断定，过程 x 


㈤ 


t^O 


X t 


X 0 e 


一 Ott 


+ <r 



e 


— a 


^~ s) dB 


( 12 ) 


是方程 （11) 的解（并且是唯一 、解; 参见 §3 e ). 


如果初值不依赖于布朗运动 B 


并且具有有限二阶矩，那么 


EX 


— Ott 


EX 0 , 


(13) 


DX t 


a 




2 a 


+ f OJCq 


G 


2 — ott 


2 a 


(14) 


Cov(X s ,X t ) 


DXo + ^ (e — ( . t ) 


1) 


一 Q：(S + t) 


(15) 
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在 X 。为有 EX 。 二0和 DX 0 = cr 2 /(2 a ) 的正态（高斯）分布的情形下，过程 
义二 ( X t ) t>0 将为有零均值和协方差函数 


P(M) = ge-— 


(16) 


的平稳高斯过程. 

联系 Ornstein - Uhlenbeck 方程（11)，有益的是要注意到， 它是 Langevin (郎之万) 
方程 ([295]; WO 8 年） 


dV t 

m—- 

dt 


= - pV t + a 


dBt 

dt 


(17) 


的修正 形式； 这种方程描述处于具有摩擦力 (-0 Vt ) 的液体中的质量为 rn 的质点，在 
用布朗运动描述的分子撞击相互作用下，运动速度 K 的性态. 

在 （17) 的形式中，方程一般来说没有通常导数概念所理解的含义，因为对于布 
朗运动（的几乎所有实现）来说,导数 dB t / dt 不存在（参见后面的 § 3 b 中的第 7 点). 

然而，如果把方程理解为 Ornstein - Uhlenbeck 方程 


dV t = — — V t dt 4- 

mm 

而它 的当％ = 0时的解根据 （12) 可用公式 

Vt = [ e^ 〔 t— s )dB s 

m Jo 


(18) 


(19) 


来给定,那么这个方程就可以有精确的含义. 

阶 a > 1的 Bessel 过程，按照定义，是服从（非线性）随机微分方程 


dX t 


q. 一 1 dt 

2 Y t 


+ dBt 



的过程 X = ( X £ )^ o , 其中方程的初值 X 0 x ^ 0, B = ( B t ) t ^o 是布朗运动.（这个 
方程有唯一的 强解； 参见后面的 §3 e .) 

在 a = d (d = 2,3,...，）的情形下，过程 X 可实现为心维布朗运动 S ⑷= 

( x 1 + - - - , x d 4- ( a ? + …= A 的根部 R =(拓 ) t > o : 


Rt 二 /(工1 +辑) 2 +…十（以十对) 2 , 


( 21 ) 


其中砍=是相互独立的标准布朗 运动. 

还有一系列服从随机微分方程的其他别的有意义的过程将在第 4 节中联系构造 
描述债券的市场价格 P ( t , T ) 的动态变化的模型来引入（参见第一章 § lb ). 
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§3 b . 布朗 运动： 经典结果通报 

1. 作为随机游走的极限的布朗运动. 各种来源证实（参见例如， [201; 第254页], 
[266; 第47页 ]), 1827年左右，博物学家 Robert Brown (布朗）发现，浸没在液体中 
的花粉粒子总在胡乱运动.（他在1828年发表的小册子《显微镜观察简记 （A Brief 

Account of Microscopical Observation ".) 》中描述了这样的现象 .)® 

这种运动被赋以名 称布朗运动， 正如后来变得很清楚，这种运动是液体中的分 
子 撞击浸没在其中的粒子所引起的.1905年 A . Einstein [132] 为这种运动建立了物 
理-数学模型. 然而,为了公正起见，应该强调，就实质而言,这样的模型早在1900年 
就已经由 L . Bachelier [12] 在联系巴黎证券市场上的股价和其他金融指数的运动时 

建立起来. 

在第一章 (§ lb ) 中已经注意到，对于 L . Bachelier 来说，布朗运动实质上是作为 

最简单的随机游走的（形式）极限而生成的. 

也就是说，设是独立同分布随机变量序列，它们都以概率 - 取两个值 

土 1 (“ Bernoulli 模式”).取半直线 M + = [0, oo ), 并对每个 A > 0形成过程= 

(5 t CA) )^ 0 , 它有按 段常数 的轨线 

["△] 

^△) — x v^A^. ⑴ 

k=l 

令 

它是由过程# A ) 所形成的有连续轨线的随机 过程妒 A) = (^ A) )^ 0 . 

由多维中心极限定理（参见例如， [51; 第8章 j , [439; 第 VII 章， §8]) 可以断定， 

对于任何 h ，…，心， A : > 1,有限维分布 Law (4 A) , ••- , <△)) 和 Law (贫 f )， …，贫 f )) 
(弱）收敛于有限维分布 Law (风 i ，…， B tk ), 其中 S = (^)^ o 是标准布朗运动. 

其实还可得到更强的 断言： 

Law (D > 0) — Law (5“ O 0) 

和 

Law (*9[么)，尤 > 0) — Law ( i ?£, 

在空间(有左极限的右连续函数全体）和 C (连续函数全体）中分布律的弱收敛意 

义下成立；详情参见例如，[39]， [250], 

2. 作为 Markov 过程的布朗运动. 我们将认为给定概率空间（仏多， P ). 设 

B = { B t { uj )) t ^ 是在这个空间上给定的布朗运动. 

①括号 中&内 容是英文版力 卩人& ~ 一一 译者注 
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记河= cr { B s ,s O 是由私 （s O 的值所生成的事件 cr - 代数，并令 

多 t + 二 n $ ⑶ 

s>t 

是不仅在区间 [0, t ], 并且也在时刻£的“无限小未来”所观察到的事件 a - 代数. 

注意，不同于 （ W )^ Q ，族具有重要的右连 续性： 

「|，X ⑷ 

S>t 

其实，在 C 7- 代数巧和之间在下列意义下没有本质区别.设 ，= {A € 
P (^) = 0} 是多中有零概率的事件全体.于是由 事件巧 + 和， 所生成的 a - 代 
数 cr (^+ U ^ Y ) 重合于由事件多*°和，所生成的 f 代数 <7(^° U ，)： 

a {^ U ^ T ) = a (^ t ° U ，)• (5) 

这就为引进新的 a - 代数族（界 ) t>0 ，力二 (7( 巧 U ，） 三 a (^ + U ^), 提供了理 
由，它显然具有这样的 性质： 每个^代数界都以零概率集合来完备化，同时都有右 
连续性：界= n 見.（关于相应的随机基底 （ a 多，(界)^0, p )， 我们说，它满足常设 

3>t 

条件；参见以后的第3点 

设 : T > 0, B ( T )^ ( B t { T ； uj )) t >0 是由布朗运动 B = ( B t { u )) t>0 按照下列公式得 
到的 过程： 


在 §3 a 的第2点中，已经注 g 到， 1) 过程 B ( T ) 也是布朗运动，并且不难指出， 
2) a - 代数界 a (艮， S < T ) 和多 1( T ) 二 a ( B s ( T ), s ^0) 是相互独立的.（照例，先 
逐次运用“单调”类方法建立对应柱状集的代数中的事件的独 立性； 参见例如， [439; 
第 II 章, §2].) 

正是这两个事实经常被称为布朗运动的 Marbi; 性质（参见比如， [288; 第 II 章 U ， 
由此然后引出另外的形式，例如，下列传统的在固定“当前”时，“未来”与“过去” 

的 Markov 独立性质：如果/ = f ( x ) 是有界 Borel 函数， u { Bt ) 是由过程生成的 
cr- 代数，那么对于每个 t 〉 Q (P-a.s.) 

E(f(B r + t ) I 轉)； E { f { B r ^ t ) I a { B T )), (6) 

这个 Markov 性质的解析形式有各种推广.例如，取代碑可考察&代数多 r, 

而取代 fU 可考察“轨线 f ( B T+u t > 0) 的有界泛函”.详情参见例如， [123], 
[126]. 

下列引入严格性质的推广有关对上述 Markov 性质扩充为把（确定）时 
刻 T 取代为随机 Markov 时刻 t = r ( a /). 


3. 基于布朗运动的模型 
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出于这一目的,假定 t = t ( cj ) 是有限 Markov 时刻（关于流 
类似于过程 B ( T ), 我们引人过程 B ( t ) =(反令 

B t ( r ( cd ); u ;) = B t + TM ( uj ) - B t ( uj ) ( u ;). (7) 

根据严格 Markov 性质的最简 f 的版本，过 f B ( r ) 也是布朗运动，并且 a - 代数多 
(参见第二章 § lf 的定义 2) 和 ^ t ( r ) - ar (^( r ) U ^ r ) 独立; 参见例如， [123], [126], 
[288]. 

解析性质 （6) 允许有下列完全自然的 推广： 

E(/(£f r(w)+t M)|^ r )^ E(/(5 tM+ ， H)| a(B 丁 )) (P-a.s.)- ⑻ 

(关于这一性质的“泛函”推广,参见例如上面提到的书 [123], [126], [288].) 

3. 布朗运动和平方可积鞅. 直接由布朗运动 B 的定义得到下列性质 

满足： 对于 i 彡0, 

历为界-可测， ⑼ 

E|^| < oo, (10) 

E { B t \ ^,) = B s 对于 s t ( P - a . s .) 成立. （11) 

这三个性质恰好就是过程 B = ( B t ) t > o 关于 a - 代数流 (^ t ) 和概率测度 P 为鞅的定 
义. (比较第二章 § lc 中的定义 2 .) 

又，由于 

E (辦-巧 | 見） ~ t — s , (12) 

故过程（埒- t ) t ^ 0 也是鞅. 

现在假定 B 二 { B t ) t >0 是某个满足性质(9)-(12)的过程.尤其引人注目的是，在 

实质上,这些性质唯一确定了这一过程的概率结构. 

也就是说,我们将假定叽多，(只 )^ Q ， P ) 是某个有 a - 代数 (^ t ) O0 的渗透概率 

空间，并满足常 设条件 [250; 第 I 章， §1]: 右连续和按测度 P 完备.（注意,这里的$ 
是 (7- 代数,它完全没有必要重合于前面引入的&代数 <巧+ U ，).） 

每个满足性质(9)-(11)的过程5 = ( B t ) t >0 称为鞅.为了强调关于流 (^ t ) t >0 
的可测性和测度 P , 对于 B 经常也运用记号 B =( 莰， $) 或£?二 （ 风 ，界， P ). (比较 

第二章 § lc 中对于离散时间情形的定义 

定理 ( Levy , [298]). 设 B 是给定 在某个渗透概率空间 ㈣ 多， 

(界 )_， P ) 上的连续平方可积鞅，设性质 （12) 满足，即（埒 - 只)0。也是鞅. 

那么 B = ( B t ) t > o 是标准布朗运动. 

证明参见后面的 §5 c . 
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4. Wald 恒等式.对于一致可积鞅的收敛和停时定理.对于布朗运动， 

EB t = 0, EBf = t 

在许多随机分析问题中，有必要对（关于流（界)哪的） Markov 时刻 t 求出 ES t 和 

下列关系式是奶^恒等式对于 B 二 ( B t ， 多 t ) t >0 的推广版本： 


Ey/r < oo => EB r — 0, 

Er < oo EB ; = Er . 

在 r 是有界 Markov 时刻 ( P(r ^ c) = 1 对于某个常数 c > 0 成立）的特殊情形 
下，等式 EB T = 0 m = Er 直接由下列结果得出 ■ 

定理 （ J . L . Doob , [109]). 设 X = 是一致可积鞅（即，当 iV — oo 时， 

supE (| X t |/(| X £ | > N )) ^ 0). 那么 

1) 存在这样的可积随机变量 义 ㈤ ，当 t — oo 时， 


E | X t - 


( P - a . s .), 

^oo| ^ 0) 


并且对于每个 t > 0， 

EIXoo I ^ t ) = X £ (P-a.s .)； 

2) 对于任何 Markov 时刻和 t ， 

X rrs(7 — E ( X a I ^ T ) ( P - a . s .), 


其中 r A cr = min ( r , a ). 


(比较第四章 §3 a 中的对于离散时间情形下的关于收敛和停时的 Doob 定理 .） 

5. 随机指数.在第二章 § la 中曾给出对于异二 ( Ht ) t^o 的随机指数 ^( H) t ^ 
定义； 这是一个半鞅. 

应用于岛二 A 氏 的情形，随机指数 ^( XB ) t 由下列等式来 定义： 

S { XB) t = e XBt ~^K (13) 

由 It 6 公式 (§3 d ) 直接得到 ， A = ^( XB ) t 满足随机微分方程 


其中初值条件为 X 。= 1. 


dX t = XXtdB t , 


(14) 


于布朗运动的模型 
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如果 （ 有分布/(0,1)，那么 


E e 入 d 


由这个性质和布朗运动的自相似性 ( Law ( A ^) 




Law ( Av ^^ i )) 导出 


E exp < XB 


A 2 


E exp < 入 S 


( Aa /^) 


2 


E exp 万 


( Av / i ) 


2 



类似方式可指出，对于所有 






^( XB ) 


(P-£L,S.) ■ 


(15) 


换句话说，随机指数 S { XB ) 


是鞅. 


6. 布朗运动的构造 .设 

随机变量序列.我们将以丑 fc 


£ 


= ^ k ) k ^ 是高斯白噪声，即独立正态分布 （乂 (0，1)) 
H k { t ), 彡0,表示定义在时间区间[0，1]上的丑⑽ r 函 


数（参见例如， [439; 第 II 章, §11]), 并设 


S k ( t ) 



t 


H k ( s)ds 


是 Schaud 

令 


er 


函数 


b [ 


f V 

y^ekSkjt) 


k 二 


由 

t ) 


和 


的结果得到，随机函数 ( B ( t n) ) 


(按 


致收敛，而其连续极限是标准布朗运动. 

布朗运动更早的构造是1934年 R . Paley 和 N . Wiener [37 4 ]以（一致收敛的）级 


数的形式表示来给出的: 


D t 


， r w 

+ > : 


一 1 


X ： 


n—l \fe=2 


1 


sin kirt 


kir 


7. 轨线的局部性质. 下列结果众所周知，它们的证明包含在许多专著和教科书 

中（参见例如， [124], [245], [266], [470]). 

布朗轨线以概率1 

a ) 对于任何 7 < I 满足 Holder 条件 


Bt — B s \ ^ ct — 5 | 7 ; 
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b ) 不满足 Lipschitz 条件，因而在每个点 * > 0 上不 可微； 

c ) 在任何区间 （ a ， 6 ) 上有无界 变差： f (a b) ldB s j = oo . 

8. 布朗运动轨线的零 .设是布朗运动的某条对应基本结局 cjen 
的轨线，以及 

91(0；) — {0 ^ i < oo : Bt { oj ) = 0} 

是其零集， 

下列性质成立 ([124], [245], [266], [470]) : P - a . s . 


a ) Lebesgue 测度 A (^ l ( o ;)) =0; 

b ) 点 t = Q 是零的聚点； 

c ) 在 (0, oo ) 上没有孤立零，因而，集合 m ( oj ) 在其中 稠密; 

d ) 集合 m { uj ) 闭而无界. 

9. 零点上的性态. 局部迭代对数定律断言， ( P - a . s .) 


lim 


B t 


no ^/2t\ 



lnt 



把这个性质应用于布朗运动 { B t+h - B t ) h >0 , 导出 （ P - a . s .) 对于任何 t 彡0, 


lim 

hiO 


B 


t~\~h 


B t 


y/h 



1 


由此特别得到，正如上面已经注意到，布朗轨线不满足 Lipschitz 条件. 

10 . 连续模是用来刻画函数、轨线等等的振荡的直观度量.对于布朗运动轨线 
的连续模的 P . Levy [298] 的著名结果断言，以概率 1 有 



lim 

hiO 


O^sKt^l.t — s^h 


B t 


B s 


^2hln(l/h) 



11 * t 



时的性态. 以概率一 '有 


(强大数定律) 

尤其是， 


但 


B 


t 


t 


0, 



B t 


ytlnt 


0, 



( P - a . s .) 


lim 


B t 


t 


Vi 



( P - a . s ,). 
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当 f — 00时布朗运动轨线性态的精确特征由下列迭 代对数定律来 描述: 



12. 平方变差.尽管布朗运动的轨线 （ P - a . s .) 有无界变差， J (a b) \ dB s \ = 00 ,然 
而，在一定的意义下，可以断定， J (a b) \ dB s \ 2 = b - a . ’ 

相应的断言在随机分析的许多 fnj 题中都起着关键的作用（例如,在证明 It 6 公式 

时； §3 d ), 其陈述如下. 

设 T ( n ) =必)，… O 是区 间卜， 6 ]的分割，且 



设 

于是 


"r ㈤ I 卜 — l4r+) 广 4 71 )!- 

0^k<k n 


a ) 如果当 n — oo 时， || T ( n )|| — 0,那么 



(17) 


(18) 


b ) 如果 f || T ㈤ || < oo , 那么在 （ l 8 ) 中的收敛性以概率 1 成立； 

c ) 如果和 S ⑺ 是两个独立的布朗运动，且当 n — oo 时， ||r ㈤ || — 0, 那么 



作为一种记号形式，断言 （18) 和 （19) 经常记为下列 形式： 

( dB t ) 2 = dt , dB ( t 1} dB ( t 2) - 0. (20) 

13. 水平的到达 时刻. a ) 设 a > 0, 7； = B t = a }. 显然， 

P ( T a < t ) = P (sup > a ^) , (21) 

并且借助于 D . Andre 反射原理， 我们求得 

P ( T a < t ) = 2 P ( B t > a ). 


(参见例如， [124]，[266], [439].) 


( 22 ) 
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由于 


P(B t ^ a) 


V27Tt J a 



e ~^ dx ^ 


故 


P ( T a < t ) 



t 


a 


v 27 TS 3 


e 



ds 、 


因而,密度 Pa ( t ) = DP{T < t] 由下列公式 确定: 


dt 


Pa ( t ) 


a 


y/27rt 3 


e 2t 


由此顺便导出， P ( T a < oo ) 




i ， Er a 


oo 以及 Laplace 变换 


Ee 


AT a 


e 


av 2 A 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


有益的是要注意到，过程: T = CT a ) a 糾是 （由于布朗运动的严格 Markov 性质) 
有平稳独立增量的过程.尤其是，这个过程是有参数 a =^ Law(T a ) ^ LawCa 2 ^) 
的稳定过程，比较 §lc 中的第 4 点. 

b) 设 a > 0 和 & = inf{t ^ 0: \B t \ - a}. 我们指出， ES a = a 2 以及 Laplace 变 


换 


Ee 


— xs a 


ch (aV2X) 


(27) 


由 Wald 恒等式,对于每个 f > 0, EB SaAt = E ( S a At) t 而这就是说, E ( S a At )^ a 2 . 
因此，根据单调收敛定理, E & = UmE ( S a At )^ a 2 . (由此自然得到 S a < oo 以概率 

1成立 .） 然而，既然 E & < oo, ¥¥欠根据 Wald 恒等式， EB 2 Sa - ES a . 考虑到等式 
Bg a = a , 由此求得 EiS a = a 2 . 

°为证明 （27), 我们考察鞅 X ⑷二 ( X t 八 Sa , 島), 


X t ^ Sa = exp [ XB tASa - y(^A5 a ) 


(28) 


由于 \ B tASa \ ^ a, 这个鞅是一致可积的，并且根据第 4 点的 Doob 定理， 





(29) 


根据控制收敛定理，在这个等式中可求得> oo 时的极限,并得到关系式 

^- x s a = 1, 


即 


Eexp 




(30) 
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由于 P ( S a < 00 ) = 1,并且考虑到对称性， P ( Bs a = a) ^ P ( Bs a — —a) = ^故由 
(30) 得到所要求的等式 (27). 

c ) 设 r a ， 6 = inf { t : B t ^a + 6 t }, a > 0. 如果 6 < 0, 那么 P ( T a , & < 00 ) = 1, 且令 
0 = b+Vb 2 -\- 2 A , 由过程的鞅性得到 Laplace 变换 


E e — 入 TV 


exp 



a[b 4 - \/ b 2 2 A 


(31) 


由这个公式或者直接由 Wald 恒等式 0 = EB T ^ b (= a + bET a ^ h ) 求得 


ET a , 


a 


b 


(借助于公式 （27) 后面所叙述的方法,可证 ET a , b < 00 . 


如果&>0,那么考察鞅 ie 6B 


t^O 





2 b ), 我们求得 


exp < 2 bB t 


(2 b)H 


2 


^ exp < 2 b(a + bt ) 


_■ 


m 

2 


2 


^ e 


2ab 


而这就是说,这个鞅是一致可积的.因此， 


1 


E exp < 6 B 


0 2 


T a ， b — 


E exp < 0Br a 


2 


T a ,b ^ I { T a ^ b < 00 ) = P ( T a , & < oo ) e 2a6 , 


从而，在 a > 0, & > 0 (或者 a < 0 ? 6 < 0) 的情形下， 


P ( r a ， 6 < 00 卜 e — 2ab - 


(32) 


14. 最大值不等式. 设 B = ( B t ) t ^ 0 是布朗运动.于是对于 A > 0, p > 1和有限 


Markov 时刻 


P ( max 1^1 彡 A I 彡 

t^T 1 1 


^\B t \p 

\p 


(33) 


在 p > 1的情形下， 


E5 T P < Emax|^ t | p < 

t^T 


P 


V 


P 


E| 則 ' 


(34) 


特别是，当 P 




2 时， 


P [ max|S t | > A ) ^ 

t^T / V 

EmaxS? ^ 4EB^. 

t^T 


(35) 


(36) 


不等式 （ 33) 和 （ 35) 称为 “Kolmogorov-Doob 不等式”，而不等式 （ 34), (36) 称为 
“Doob 不等式”.参见例如， [109], [110], [124], [303] , [304] , [402]. 
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由 （36) 得到， 




如果 ET < 00 ,那么 


ET ， 因而， 


Emax|Bt| 彡 2VET. 


t^T 


正如 [116] 中所指出，不等式 （38) 可 细化： 其实， 


E max Bt < a /2 VET , 


t^T 


这时，常数是最优的. 

由 （39) 得到，对于 T 


1 ， 


(37) 


(38) 


(39) 


EmaxlSfl < y/2. 
t 彡 1 

当然，有意义的是求出的精确值. 
下列讨论指出， 


Emax \ B t \ 
t 彡 1 


7T 


2 


由布朗运动的自相似性（的 


inf{t ^ 0: \ B t \ — 1}) 


sup | Bt | ^ X 


t^l 


} 


㈤ 叫 


\ sup \ B t/x 




sup \ Bt \ ^ 1 




> 


t ^ i / 


X 1 


} 


{ 


(40) 


(41) 




^ X 


这样 ， Law ( sup \ B t \ 




Law 




Wi 


)• 


又，由于由正态积分的性质得到，对于每个 a > 0, 


(7 


2 


丌 


e 


^ dx . 


故取 a = 由 （27) 求得 


EmaxlB 
t 彡 1 


E 


2 


Wi 


Ee 


dx 


2 


7T 


丌 


dx 

chx 


2 


2 


2 


7T 


2 


7T 


e 


e 2x 十 1 


dx 


2 


2 


7T 


dy 

+ y 2 


arctg x 




7T 

4 


7T 

2^ 


这就证明了所要求的公式 （41). 
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§3 c . 关于布朗运动的随机积分 

1 . 在经典分析中有各种途径来通向“积分运算”，它们一般来说导致不同的概 

念，诸如 Riemann 积分 、 Lebesgue 积分、 Riemann-Stieljes 积分、 Lebesgue-Stieljes 积 
分、 Denjoy 积分等等.（参见 A . N . Kolmogorov 在书 [277] 中的论文“积分概念的研 

究 ”•） 

在随机分析中，也考察各种途径来对随机函数关于随机过程、随机测度等等进 
行积分，它们也导致“随机积分”的不同构造. 

看来， N . Wiener (维纳）是首先给出对于确定的光滑函数/ = /( s ) ( s 彡 0) 的随 

机积分 

J t (/) 三 / f ( s ) dB s (1) 

Ao ， t] 

的定义的，他利用了 “ 分部积分法”的观念.（参见 [375] 和 [476].) 

正是从公式 d ( fB ) = fdB + Bdf 的 “自然性”出发，按定义，令 

h ( f ) 二 ( f , ( s ) B s ds 1 (2) 

Jo 

其中积分义 fi ^ Bsds 理解为按照轨线（即，对于每个 uen ) 对连续函数 f ( s ) B s ( uj ) 

(5 > 0) 作 Riemann 积分. 

2. 1944 年, K . It6 (伊藤清） [244] 对“随机积分”概念的推广跨出了本质性的一 

步，奠定了现代随机分析的基础，从而成为随机过程研究的强有力的有效手段之一. 

K . Ito 的构造如下. 

设 P ) 是满足常设条件的渗透概率空间（参见 §3 b 中的第 2 点, 
详情参见例如， [250]). 设 B 是标准布朗运动，/ = 是 

按 ( t , uj ) 可测而 非预见 （不依赖于“未来”）的随机函数，即对于每个 O 0， 

fit #) 为 界- 可测. 

这样的函数/ = 也称为（与 CT - 代数族 (多 t ) t 彡 0) 协调的 或者适 应的① ■ 

基本函数 


f ( t , cu ) = Y ( u ;) I {0} ( t ) (3) 

是这种函数的一个例子，其中是多 c - 可测随机变量. 

函数（也称为基本函数） 


f ( t y u ) = Y ( uj ) I ( r > s ] ( t ) ⑷ 

①较通用的术语是“适应的 （ adapted )”. 正如我们以前提到过，本书作者似乎不太愿用“适应的” 
这一术语.我们尊重作者的习惯.但请读者注意，本书中的“随机序列”就是“适应序 列”； “非预见 
函数，，或“协调 函数” 就是“适应函数”. ——译者注 
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是另一个例子，其中0 < r < S ， 而随机变量 Y [ uj ) 为 鳶-可测. 

对于型为⑶的（关于时间）“坐”在点6 二 0上的函数，随机积分 

It ( f )= f f ( s ^) dB s 

的“自然定义的”值为零.对于型为⑷的 / t (/) 的“自然”值为值 Y ( u ;)[ B 3 M ~ B rAt }, 

如果有简单函数/ = 定义为基本函数的线性组合 

f ( t ^) = + [恤) u ， (5) 

I 

那么，按照定义， 

h ( f )= [ fi ^ cu ) dB s ^ B riAt ). (6) 

注 1. 我们强调，在定义这样的基本函数的积分时，完全没有必要假定 B = 
( B t ) t >0 是布朗运动.作为按照它导出积分的过程可以对任何过程来进行.然而，如 
果力求所定义的有简单性质的“随机积分”对于函数/ = f ( t ， co ) 的较广的总体有定 
义，而不仅只对于基本函数及其线性组合（简单函数）有定义，那么把它指定为现在 
所考察的布朗运动就变得十分本质. 

以后我们规定把积分（通常的或随机的）^ … 理解为按集合 （0， t ] 的积分 
f (0>tj * • ■. 由于为-可测，故 

ElYiiujXBr^t - B SiAt )} = B 8iAt ) \ ^ ri ] 

= - B SiAt ) I ^ Ti )] = 0 

以及类似地有 


⑺ 


⑻ 


(7') 

(80 


E[Yi(uj)(B riM 


B s 


At 



E ^ 2 {n A t 


Si At) 


由此得到，如果 / = f ( t ^) 是简单函数，那么 


E 



t 


f(s,u;)dB 3 




0 


o 


以及 


E 



t 


2 


f{s,u))dB s 


E 



t 


f 2 {s,u))ds, 


o 


或者，以更紧凑的形式 记为: 




0, 


e / £ 2 (/) 



t 


E / f 2 (s,uj)ds 


n 
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3. 现在我们来描述其上可推广“随机积分”概念的/ = 的函数类，这里 

要求保持诸如⑺和 （8) 类型的“自然”性质. 

我们将假定， 所 有考察的函数/ 二 在 M t x Q 上给定，并且非 预见. 

如果对于每个^ > 0, 

P (/ f 2 ( s , uj)ds < oo ^ = 1 ? (9) 

那么我们将说，/ 属于类 

同样，如果对于所有 i > 0， 

E f f \ s ， ui)ds < oo , (10) 

Jo 

那么我们将说， / 属于类 J 2 . 

正是对于这两个函数类， K . It 6 在 [244] 中给出基于下列设想的随机积分 I t ( f ) 
的“自然”定义. 

由于布朗运动的轨线 ( P - a . s .) 有无界变差（参见 §3 b 中的第7点)，故积分 
/((/) = /□ f { s , co ) dB s 不能理解为按轨线的 Lebesgue - Stieljes 积分 ■ K . It6 的思路 

在于把这种积分定义为逼近原来的函数/的简单函数 (n > 1) 的积分 M / n ) 的 

(在适当的概率意义下的）极限. 

原来（参见 [244] ,而详情参见例如， [303; 第4章1)，如果/ e &那么可求得简 

单函数序列 /n = 使得对于每个 t > 0， 

E f [/( s ， uj ) -/ Ti ( s ， w)] 2 ds — 0. (11) 

Jo 

从而,如果 / e J 2 , 那么当 m,n — oo 时， 

E [ [f n (s,uj) - fm{s,u))\ 2 ds 0. (12) 

Jo 

由 （8)， 下列等距性质 满足： 

E [/ t (/ n ) - It ( fm )} 2 = E j \ f n ( s , L 0)- f , Uj )] 2 ds , (13) 

Jo 

它与 （12) —起指出，随机变量序列是均方收敛意义下（即在 L 2 中）的 
基本列. 

由此和 P 中的 Cauchy 收敛判别准则（参见例如， [439; 第 II 章， §10]) 得出，存 

在 L 2 中的随机变量，记作使得 


I t ( f ) = lLm , I t ( f n ) 
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即， 

E [/ t (/) - It{fn)} 2 — 0， n — oo . 

对于这样得到的极限容易指出，它不依赖于逼近序列的 选择； 对它 

也运用记号 /o f(s,u?)dB SJ 并称它为（非预见）函数/ ：= f(s,uj) 关于布朗运动= 
(B s ) s>0 在时间区间 (0, t ] 上的随机积分. 

我们叙述这样定义的对于 feJ 2 的积分 W) (t>0) 的性质，其详情例如可在 

[123], [250], [288], [303] 中找到. 

( a ) 如果 J 2 , 那么对于常数 a 和&， 

h(af + bg) = al t (f) + bl t (g) . 

(b) 可以以协调的方式选择这样的随机变量的样本乃 (/)， i > 0, 使得有/ 0 (/) -0 
的过程 J (/) = (7 t (/))^ 0 将是连续随机过程（以后总是考察这样的修 正)； 这时， 

I s(f) = s (14) 

( c ) 如果 r = r ( a ;) 是满足 r(co) < T 1 的 Markov 时刻,那么 

I 

IrU) = (15) 

其中按照定义， I T (f) = / rM (/)- 

(d) 过程 /(/) = (/ t (/))^0 是平方可积鞅，即 

厶 (/) 为可测 ， t > 0; 

EltU) < oo , i > 0; 

这时，如果 J 2 ，那么 

EI t (f)I t (g) = E / f(s,iv)g(s,uj)ds. (16) 

^0 

注 2. 类似于我们在离散时间情形下所使用的记号（参见第二章 § lc 中的定义 
7)，对于 /,(/) 也经常使用记号 （/. 比较 [250; 第 I 章， §4d]. 

现在我们转向对于 A 类的函数的随机积分 It(f) 的定义，其细节可在 [303; 第 
4 章，§ 4 ]中找到. 

设 / G */ i ， 即 P f 2 (s,cj)ds < ooj = 1, i > 0. 于是存在函数列 / t m ) e J 2 , 
m > 1 ? 使得对于每个 t>0, 

f [/(5, cj ) - f {m) (s,cj)] 2 ds 0 
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(记号意味着按概率收敛). 

由于对于 e >0, 6>0， 

P {\ h ( f { 7 n ) )- h ( f { n ) )\> S } 

< * + p (jy ㈣ /(，，_〜)， 

故，先令 m,n — oo , 然后再令£： j 0,我们求得，对于每个^ > 0, 

lim P{|7t(/( m ))-7t(/ ㈤ ）1 > J} 二 0. 

71, 771—^00 

从而，序列 Jt ( f (m) ), m ^ 1,是按概率的基本列，而根据按概率收敛的 Cauchy 判别 
准则 [439; 第 II 氧§10]，这就是说，存在随机变量，记为/,(/)，使得 

厶 （/( m ) ) 二々（/)， m — oo . 

量 I t ( f ) 也表示为 (/* B) t ,/ (o t] f { s , uj ) dB s 或者 f 0 f { s , uj ) dB s , 它称为函数 / 在 
区间 （ oj 上的随机积分. 1 

我们注意到对于函数/€ Ji 的随机积分 /*(/) >0) 的一系列性质. 

可以指出，再次可以以协调的方式对不同的 t > 0定义随机积分 It ( f ) 7 使得 
1 ( f ) - 将有 ( P - a . s .) 连续轨线. 

上面对于函数 feJ 2 所注意到的性质 （ a ), ( b )，（ c ) 也对于 A 类的函数/成立. 
然而，性质⑷ 一 般来说已经不成立，这里把它改变 如下： 

( d f ) 对于/ G J l 7 过程 /(/) = (/*(/))^ o 是 局部鞅 ，即，存在停时序列 ( r n ) n>u 
使得 r n T oo, n ^ cxo, 并且对于每个 n ^ 1, “ 停止”过程 

/、(/) = ( W/)bo 

是鞅，（比较第 II 章 § lc 中的定义 4.) 

4.设 B 是给定在概率空间上的布朗运动，是这个 

过程所生成的 心 代数族（参见§ 3 b 中的第2 点； 为了直观，我们将也把界表示为 

对， 0 0). 

下列基于随机积分概念的定理描述 了布朗泛函的 结构. 

定理 1. 设 X = X (0?) 是多 T - 可测随机变量. 

1. 如果 EX 2 < 00,那么可求得随机过程/ = 使得 

E [ ff ( uj)dt < oo (17) 


X ^ EX-h / ft{oj)dB t . 


以及 （ P-a.s.) 


( 18 ) 
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2. 如果 E | X | < oo , 那么表示式 （18) 对某个过程/ = 成立，使得 


P 





(19) 


3. 设 X = X { oj ) 是正随机变量序列 （ P(X > 0) = 1)，并且 EX < oo . 那么可求 
得有 P (/(f 巧(0；)也 < oo ) = 1 的过程 w = (<^ t ( u ;), 多 使得 ( P - a . s .) 


X — EX ^ exp 



ift{u))dB t 



( 20 ) 


由这条定理导出下列关于布朗鞅结构的结果. 

定理 2. 1. 设 M 二 ( M t ^ t B ) t < T 是平方可 积鞅. 那么可求得满足性质 （17) 的 
过程 / = 使得 


M t 二 M 0 + f s ( co ) dB s . (21) 

Jo 

2. 设 M = ( M t ^ t B ) t ^ T 是局部鞅，那么表示式 （21) 对某个服从条件 (19) 的过 

程 / = 成立. 

3. 设 M = { M u ^ f ) t ^ r 是正局部鞅，那么可求得有 P (/ 0 r ^ { lj) dt < oo)=l 
的过程 f 二 { ip t { u ))^ P ) t ^ T , 使得 

M t — Mq exp {/ if s { to ) dB s —臺 y * (/^⑻办卜 

这些定理的证明基本上属于 J . M . C . Clark , [77], 其各种变种由 K . It 6 ([244]) 和 
J . Doob ([109], [110]) 给出； 它们可在许多专著中找到.参见例如， [266], [303], [402]. 


§3d. Ito 过程和 It6 公式 

1. 上面给出的随机积分概念对于定义下列重要的连续随机过程类起着关键作 

rrt 

用. 

我们将说,给定在带流 (^)^0 的满足常设条件（参见 §3 b 中的第3点）的渗透 

概率空间上的随机过程 X = ( X ,)^ 0 , 为加过程，是指存在两个 
非预见过程 ct = 和6 = ( b ( t , u ))) t ^0 j 满足下列条件： 


P 

P 



\ a ( s ^ oj)\ds < 





1， 



t 


b 2 {s^uj)ds < oo 


1， 


t >0, 

t > 0, 


a ) 

( 2 ) 
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使得 


X t 


十 



a ( s , uj)ds + 



b { s ^ u)dB 


其中 S 


是布朗运动，而知为多 0- 可测随机变量. 


为了简明起见 J 3) 的积分记法经常被取代为（形式的）微分记法 


(3) 


dX t 


a ( t ^ u)dt + b ( t ^ cv ) dB t 


⑷ 


这时，我们说 iw 过程 x 


( X t ) t >0 有随机微分⑷. 


2. 现在设 F { t , x ) 为给定在 M + x M 上的（7 1 ， 2 类的连续函数，即有连续导数 


OF dF 

dt J dx ’ dx 2 


的函数 , X 


( X t ) t >0 是有微分⑷的过程. 


正如 K . It 6 所确立的，在这些假定下，过程 F 


( F ( t , X t )) t ^ o 也有随机 微分: 


dF ( t , X t ) 


dF 

dt 


dF 


l2/ 、 d 2 F J at 




⑸ 


说得更严格一些，关于每个 t > 0,对于下列加 公式 （变 量替换公式) 


成立: 


F(t ， X t ) 


F(0j Xq) 



dF 《 、dF 1 2/ , d 2 F ] ^ 

_ +a(5；a;) _ + _ 6 ( 5 ,U；)—j ds 

ft dF 

+ J -^b(s,cj)dB s . 


⑹ 


(证明可在许多地方 找到； 参见例如， [123], [ 2 50;第 I 章， §4 e ], [303; 第4章， §3].) 


3. 我们也引人公式 （6) 的多维推广. 


我们将假定，5 




( B u … , B d ) 是有独立（一维）布朗分量5 


(B l t ) 


t^o 


(i 


1 ，_ 


， c 0 的士维布朗运动. 


我们说，有 X 
有非预见分量七: 

的 d X d 阶矩阵 6 


- ( Xi ) t^o 的过程 X 二 [X 
a l { t , u ) 的向量 a = ( a 1 , • • 

: II 砂||,对满足条件 


, X d ) 是 d - 維 ltd 过程， 是指可求得 


(a 1 ， 


, a d ) 和有非预见分量的庐 




P 



* 

|a 4 (5 ， a;)|ds < oo 


P 


U: 


( b l：i ( s , uj)) 2 ds < oo 


使得对于 i 


1, 


9 « 


d , 有 


d 


dXl 




⑺ 
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或者以向量形式记为 


dXt 


a ( t , ui)dt + b ( t , u)dB 



其中向量 a ( t , Lo ) 

现在设 F ( t ， xi ，. 
续函数. 


[ t ， u ;) r .. , a d ( t ， co ))， B t = , Bf ) 都看作列向量 


是有连续导数^和 a2i? 


dt 1 dxi 


dxiXj 


(hj 


1， 




, d ) 的连 


于是下列办5公式的凑维变体 成立: 




，对) 


F (0,4 … ，却) 


+ 



dF 

ds 


d 


{ s,X 


1 

8 


，<) 



成从 1 


, Xf ) a \ s ^) 


d 




d 2 F 


d 


+ 



ij = l 

f d 


dxidxj 




, X d s )^ ih M ^ k { s , uj ) 


k 


ds 


o 




i ， j=l 


dxi 


⑻ 


对于连续过程 = ( Xi ) t >0 , 引入记号 { X \ X ^} = (( X \ X ^) t ) t ^ 07 并令 


( X \ X j ) 


u 


t 


b lk (s,uf)b 3K (s,uj)ds. 


;k 


干是公式 （8) 可记为下列紧凑 形式: 


F ( t , X t ) 




F (0, X 0 ) + 



t 


0 


ds 


d 


( s , X^ds 




t 


x= 


dF 

dxi 


( s , X s )dX 


% 

S 


d 


t 




d 2 F 


2^^ 人机构 


{ s ， x s )d(xW 


⑼ 


利用微分它可记为下列形式 （P = F { t , X t )Y 


dF 


dF ^ dF 7 , 1 A 

^ + Ea^^ + o E 


d 2 F 


dt 


i=l 


% 


2 


^3 


dx^Xj 


d { X \ X j )t 


( 10 ) 


值得注意的是，如果利用 Taylor 公式，形式上记 


d 


d 


dF 


dF \ t 叫 


ds 


i=l 


2 品 d Xi dx 3 


( 11 ) 
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那么当约定 


( dBt ) 2 — dt ， 

(12) 

dB\dt — 0, 

(13) 

dB\dBl — 0， 

(14) 


时，由 （11) 就导出表示式 (10), 因为 


dXldXl = d ( X \ X j ) t . (15) 

注.形式表达式 （15) 和 （14) 可赋以完全自然的 含义； 这只要把它们理解为上 
一节 §3 b 中的 （1) 和 （2) 的极限关系式的约定记法类似地也可这样解释表达式 
(13). 

多维情形下的 It 6 公式的证明参见例如，专著 [250; 第 I 章， §4 e ]. 关于这个公式 
对函数 C 1 ， 2 的推广，参见例如，[166]， [402], 

4. 我们引人某些基于 ltd 公式应用的例子. 


例1•设 F ( x ) = a ; 2 和不 =战.那么根据（11)，形式上有 

dB \ = 2 B t dB t + ( dB t ) 2 

以及考虑到 (12), 我们求得 

dB ^ = 2 BtdBt + dt y 

或者写成积分 形式： 兔 

~ I B 8 dB 8 t . 

Jo 

例2.设 F ( x ) = e x 以及=战.于是 

d ( e Bi ) = e Bt dB t + ^ e Bt ( dB t ) 2 , 

即，考虑到 (11), 

d ^ e B^ =e B t ^ dBt + l dt ) - 

设 F ( t , x ) = 以及 X t 二 B t . 那么，形式上， 

dF ( t ， Bt ) = Bt)dt + F ( t , Bt)dBt + 2^(^ ^ t ){ dBt ) 2 • 


(16) 


(17) 


(18) 


①原版和英文版中，这里的 “(1) 和 （2)’’ 都误为 “(2) 和 （3)”. 尤其是英文版没有注意到 “(1) 和 
(2)，，本身并不是“极限关系式其实这里更好的说明是 §3 b 中的 （18) 和 (19). ——译者注 
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考虑到约定 (12), 我们看到 


dF [ t ， Bt ) = F [ t ， B t ) dB t . 


如果记 


#㈤ 




(19) 


为随机指数（参见第二章 §la 中的公式（13))，那么我们看到，它有随机微分 


dS % B) t = ^( B ) t dB t . 


( 20 ) 


这个关系式可看作随机微分方程（参见 §3 a ， 以及后面的 §3 e ), 其解由公式 （19) 给出 


例 3. 推广上一例子，我们考察过程 


Z t 


exp 



t 


b ( s , u)dB 


2 



t 


b 2 ( s , uj)ds > , 


( 21 ) 


0 


其中 6 二 { b { t , uj )) t^o 是非预见过程，且 


P 



t 


b 2 { s ^ u))ds < oo 


> 0 


如果令 


X t 



t 


b ( s ^ uj ) dB s 


2 



t 


b 2 ( s ^ uj)ds 


以及 



，那么，应用 ltd 公式 （5)， 我们求得，所谓 “ Girsanov 指数”过程 




⑹ t>0 有随机微分 


dZ t 




( 22 ) 


例4_设 X * =风 以及％ 二 t . 于是 


— tdBi -j- B^dt, 

或者写成积分 形式： t t 

B t t — I sdB s + / B s ds . (23) 

Jo Jo 

(比较在 §3 c 的第 1 点中引入的随机积分 JqScLB , 的 N . 维纳的定义 .） 

例5 ■设 F { x u x 2 ) = x lX2 以及 X 1 = { Xl ) t ^ X 2 = ( X ^) t>0 是两个有 1給微 
分的过程.于是，形式上有， 

d ( X ^ Xf ) = XldXl + XldX \ -Y dXldXl (24) 


dX l t = a % cu)dt + b \ t^)dBl i = 1,2, 


特别是,如果 
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那么 


d ⑻ XD 


X}dXf + XfdX}. 


如果 


dX \ 


a z (t^uj)dt + b z (t 7 uj)dB 


% 


1，2, 


那么 


d(X} Xi) 


X} dXf 



XfdXl +b l (t,u)b 2 (t,co)dt 


例 6 .设 X 

设 K = 


(25) 


(26) 




(沪， 


，X 。是 d- 维 ltd 过程，其分量 f 有随机微分 （7) 



是实二次连续可微函数 I 


(工1， 


, Xd ) 以及 


(L t V)(x,uj) 




E 郝， 


,dV ^ 


E 


ik 


(t y io)tP k (t 7 Uj) 


1 


d 2 V 

dxidxj 


(27) 


于是过程 (V(X t )) t ^o 有随机微分（用矩阵 


向量记法): 


dV 


dV(X t ) = {L t V){X t ,u)dt+ ~{X t )b{t,ij)dB u 


(28) 


其中 


dv_ 

dx 


(X t )b(t 7 uj)dB t 






(29) 


例 7 .设 1/ 

连续函数.又设 


V ㈣ 是在 [0,oo)xE rf 上的有连续导数的实 





<7(s ， uj)ds. 


其中 c 


c ( t ^) 是非预见函数，且 


p 


(/ 


t 


\ C ( s ^ co)\ds < to 


1， 


t > 0- 


于是过程 （elf (i，X t ))e。 是 It6 过程,且其随机微分 


d (e 




V(t,x t )) 


e— 外 ^(t, X t )+(L t V)(X t ^) - C(t, u;)V(t, X t )} dt 


+ e 




dv 

dx 




(30) 


5®. 注 2 .设 X 


{X t ) t>0 为有下列随机微分的扩散 Marfcm; 过程 


dX t 


® 以下的“注2” 只有英文版中有 


a ( 亡 ，+ b(t, Xt^)dB 


译者注 
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其中 \ a ( s , X 3 )\ds < oo , b 2 ( s , X s )ds < 00 ( P - a . s .)， 以及 t > 0 (比较 §3 中的公式 

⑴和 pe 中的⑼). 

如果 二 F ( t , X t ), 其中 F = F ( t , x ) ec 1 ^ 2 以及 f > 0,那么 y = ( Y t ) t>0 也 
是一个扩散 Markov 过程，满足 

dY t = a { t , Y t )dt + (5( t , Y t ) dB u 


其中 


ot{t,y ) = 


等 ( t ， x)+ 笔 ㈣ ♦啦 I 岛 ㈣ b ' t ， xl 

㉟ 料 


(31) 

(32) 


以及 t . xMy 通过等式 y = F { t , x ) 相联系. 

这些公式描述了由 Markov 过程 X 的（局部）特征 a ( t ，； r ) 和 6( f ,: r ) 到 Markov 
过程 F 的（局部）特征 a ( t , y ) fH /3( t , y ) 的变换，它是 A . N . Kolmogorov [280; §17] 

早在1931年就提出的.它们是 It 6 公式 （5) 的推论.这就自然有理由把 （31) 和 （32) 

称为 Kolmogorov-ltd 公式. 


§3 e . 随机微分方程 

1. 在有随机微分 

dX t — a ( t , u;)dt + /3( t , uj ) dB t (1) 

的 It 6 过程 X = (不 中，起重要作用的是这样的 It 6 过程：依赖于 o ; 的系数 

和0是通过 X t { u ) 的值来联系的： 

a { t , uj ) = a ( t , X t ( u ;)), P ( t , uj ) = b ( t , X t ( uj )), (2) 

其中 a =^ a { t , x ) 和 6 = 6( i ， r ) 是 x ] R 上的可测函数. 

这样，例如，称为几何或经济布朗运动的过程（参见 §3 a ) 

S t = S 0 e at e aBt -^\ (3) 

(根据 It 6 公式）有随机微分 

dSt — aStdt + crStdBt^ 


容易断定，再次借助于 ltd 公式，过程 


⑷ 
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有微分 

dYt — (1 + o > Yt)dt + cxYtdBt - (6) 

(过程 Y = ( Y t ) t >0 在布朗运动的局部漂移变化的最速检测问题中起着重要 作用； 参 

见 [441].) 

如果 

Z , = S t [ z 0 + ( Cl - ac 2 ) 广字 + C2 广 , ⑺ 

_ JO \」 

其中 Cl 和 C 2 是常数，那么再次借助于 It 6 公式，可以验证， 

dZt — (ci + dZt)dt + ( c 2 + c (8) 

在所引人的例子中，我们从过程 S = ( S t ), Y =(⑸， Z = ( 叫的 “显式”出发， 
再借助于 It 6 公式得到它们的随机微分⑷ ， （6) 和⑻. 

然而，换一个视角，也可把⑷，⑹和⑻看作未知过程 S = ( S t ), Y = ( Y t ), 
z = ( Z t ) 的随机微分方程,并且可试图指出，对它们所求出的解（3)， （5) 和 （7) (在一 

定意义下）是这些方程的唯一解. 

当然，必须给出“随机微分方程”概念自身的精确含义，并定义什么是它的“解”, 
在怎样的含义下来理解解的“唯 〜 性”. 

在定义后面考察的所有这些概念时，起关键作用的是前面引入的随机积分的概 
念. 

2. 我们将认为给定有常设条件 （§7 a 第2点）的渗透概率空间（随机基底) 
⑴，多， (^ t )^ o , P ), 并设召= ( B t ^ t ) t >0 是布朗运动. 

设 a = z ) 和6 = a ) 是 R + x R 上的可测函数. 

定义 1. 我们说，有 多 0- 可测初值条件 X Q 的随机微分方程 


dX t = a ( t ， X t )dt + b ( t , X t ) dB t (9) 

有连续强解（或者简称解 ） X = ( X t ) t ^ 是指对于每个 i > 0, 

( 10 ) 
( 11 ) 




以及 ( P - a . s .) 


(12) 
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定义 2. 两个连续随机过程 X = ( X t ) t ^ 0 和 y = ( Yt ) t ^ o 称为 随机无区别， 是指 

对于任何纟 > 0， 

P (sup|X s - y 8 \ > 0 ] =0. (13) 

/ 

定义 3. 我们将说，定义在 M + x M 上的可测函数/ = f ( t ， x ) (按相变量 x ) 满足 
局部 IApschUz 条件,是指对于每个 n 彡1可求得常数 K ( n ), 使得对于所有 O 0和 

\ x \ ^ n , \ y \ < n ， 有 

\ a { t , x ) - a { t , y )\ -h |6(i,x) - b ( t , y )\ ^ K ( n)\x - y \. (14) 

定理 1 ( K . M [242], [243]; 也参见例如， [123; 第 9 章]， [288; 第 V 章]，辦 3 ;第4 
章]) . 设系数和 b ( t , x ) 满足局部 L 咖 ctoz 条件和线性增长条件： 

\ a ( t , x )\ + mx )\^ K ( l )\ x \, (14，) 


并设初值条件 Xo 为多 0- 可测. 

那么随机微分方程 （9) 有且仅有 （精 确到随机无区别）一个为 Markov 过程的连 
续解 X 二（不，爲). 

这个结果在各个方向上都有推广：减弱局部 Lipschitz 条件，允许系数依赖于 o ; 
(但有专门特征)，考察系数 a = a { t , X t ) 和&二 b ( t , X t ) 依赖于“过去”的情形（用有 
点含糊的记号 : a = a ( t ; X SJ s ^ t ), b = b ( t ; X s ,s ^ t )). 

在多维情形下也有推广，其中 X 二 （ X 1 ， … , X d ) 为向量过程 ， a = a ( t , x ) 是向 
量， 6 = 是矩阵以及 B = ( S 1 , … ，妒） 是心维布朗运动.关于这方面参见例如， 

[123], [288], [303]. 

在各种推广中,我们只引入一个有点令人意外的 A _ K . Zvonkin [485] 的结果，它 

断言，为使随机微分方程 

dX t — a ( t , X t )dt H - dB t (15) 

存在强解，完全不必要求系数 a ( t , x ) 满足局部 Lipschitz 条件，而只需它按 ( t , x ) 的 
可测性和一致有界性.（这个结果的多维推广是 A . Yu . Veretennikov [471] 得到的 .） 

这样一来，例如，随机微分方程 


即使有“坏”系数 


dX t 


a ( X t )dt + dBt , 


咖) 


1， 

JL ， 


Xq — 0 , 


x > 0, 
x < 0, 


也有且仅有唯一的强解. 


(16) 


(17) 
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然而，我们要注意，如果取代 （16) 来考察方程 

dX t = a { X t ) dB u X 0 =0, (18) 


其中 a ( x ) 是同样的函数，局面就发生急剧改变，因为，首先，存在这样的概率空问， 
使得这个方程显然至少有两个解；其次,在某个概率空间上，这个方程可能完全没有 
任何强解. 

为了指出第一个断言成立，我们在有维纳测度的连续函数0； = 的空间 

上考察协调定义的维纳过程 W = ( Wt ) t >0 , 即定义为 Wt ( cj ) 0) 的过程. 

于是,根据 Levy 定理（参见 §3 b 中的第3点)，定义为 

B t = f a{W s )dW s 

Jo 

的过程 S = 也将是维纳过程（布朗运动).容易看出， 

f a ( W s ) dB s = f a 2 ( W s ) dW s ^ W t , 

Jo Jo 


因为 a 2 ( x ) = 1. 

这样，过程 W 二 ( W t ) t ^ (在所考察的概率空间上）是以特殊方式选取的布朗运 
动 B 的方程 （18) 的解.但是，由于 cr (- x ) = - cr ㈤ ，故 



f a{-W s )dB,^ - f a(W s )dB s = -W t , 

Jo Jo 

即，除了 w = ( Wt ) t >0 以外，过程 = (-^)^0 也是方程 （ IS ) 的解. 

至于第二个断言，则对方程假定(关于由布朗运动 B 所生成的 a - 代数(多严)^ 0 ，) 

X t = f a{X s 、 dB s 

Jo 

有强解.由 Levy 定理得到，这时过程 X = ( X t ^ t B ) t > 0 是布朗运动_ 

根据 Tanaka 公式（参见后面的 §5 c 以及比较第二章§ lb 中的例子)： 

|X t | = f a(X s )dX s +L t {0), 

Jo 


其中 



I {\ x s \ ^ e)ds 


是布朗运动 X 在区间 [0, t ] 上零点处度过的 ( Levy ) 局部时间. 

因此， ( P - a . s .) 

B t = f a { X s ) dX s = | X t | - L t (0), 

Jo 
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而这就是说， 

上面所作的 X 关于流=(多 f )00 为适应过程的假定给出包含式多产 G 
^ l x \ 它当然不可能对于布朗运动 X 成立.所有这些表明，在先验给定的有给定布 
朗运动的概率空间上，方程的解可能不存在.（在 M . Barlow 的著作 [20] 中指出，方 
程 （18) 可能在 a 二 a ( x ) > 0是连续有界函数的情形下没有强解 .） 

3. 我们察觉,所求得的方程 （18) 的两个解 W 和 - W 其实有同样的 分布： 

Law(W 5 ,5^0) = Law(—VFg ，s > 0). 

■ 

这一状况可用来说明下面引入的随机微分方程的弱解概念的合 理性； 这种弱解 
概念的实质如下列定义所述： 

定义 4.设 M 是在实数直线 M 的 Borel 集上的某个概率测度. 

我们说,初值 X c 满足 Law ( X 0 ) - pi 的随机微分方程 （9) 有弱解，是指可求得渗 
透概率空间 ( Q ,^,(^ t ) t ^ o , P ), 可求得其上的布朗运动 B 以及连续随 

机过程 X 二使得 Law ( X 0 | P ) = M , 且对于每个 f > 0 ( P - a . s .) 满足等式 
( 12 ). 

重要的是要强调，不同于强解是在先验给定的渗透概率空间上对于先验给定的 
布朗运动来讨论的，在弱解的定义中，这些对象事先是不固定的，而只要求可找到它 
们. 


由所引入的定义显然可见，可以期待在对方程 （9) 的系数限制较少的条件下存 
在弱解. 

在这一方向上的首批结果（参见 [446] , [457]) 之一陈述如下. 

考察有初值分布 Law ( X 0 ) = / I 的随机微分方程 

dXt = 十 bi ^ Xt)dBt , (19) 

其中对于每个 e > 0满足/ x 2 ^ 1 ^ fjL ( dx ) < oo . 

如果系数 a = a (: r ) 和6二 6( cc ) 是连 续有界 函数,那么方程 （19) 有弱解. 

如果同时还有 b 2 ( x ) > 0, x e M , 那么弱解（按分布的）唯一性成立， 

注 1. 在系数的有界性和非退化性的假定下，如果只要求系数 的有界 

性和可测性， 弱解的存在唯一性仍然成立.参见 [457]. 

4. 所引入有关弱解的结果有各种推广：多维情形，系数依赖于过去的情形，如 
此等等. 

在这一方向上的最为透彻的结果之一基于应用关于测度的绝对连续替换的 

Kirsanov 定 理”； 我们在这里引入这条定理是因为它还在许多其他问题中有其重要 
性.（关于这条定理对于离散时间情形下的应用，参见第四章中的 §§3 b , 3 d .) 
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设 ( n ^,(^ t ) t ^ P ) 是某个渗透概率空间 ， b 


(风，罵)咖是 d - 维布朗运动， 


B 


( B 1 ， …，炉)，又设 



( a t ， 多 t ) 是 心维随机过程 ， a 





\…， a d ) 满足条件 


P 


(/： 


|ot || 2 < 



1， 


t < T , 


( 20 ) 


其中 II〜 I 

令 


( aJ ) 2 +，_. + ( a 。 2 , 而工< 



Zt 


exp 


[L 


(ot s ， dB s ^ 


2 



t 


\M\ 2 ds y ， 


( 21 ) 


其中纯量积 


, dB s ) 


YA dBi 八二 a : 抓)， 


我们由此形成过程 z 

如果 




( Z t ， 界) 


Eexp 


{Uo 


t 



s ds > < 



“ Novikov 条 件”； 也比较第五章 §3 b 中对于离散时间情形下的对应条件)，那么 


EZ t 


( 22 ) 


而这就是说，过程 Z 


{ Z t ^ t ) t ^ T 将是一致可积軟. 


由石 （ P - a ， s _) 的正性和条件（ 22 ),在⑴，多 r ) 上可通过令 


Pt ( A ) 


E[I a Z t I 


A e 



引入概率测度戸 r . 显然，如果 Pt 


P \^ T 是测度 P 在多 T 上的限制，那么戸 T 


P T 


定理2 ( I . V . Girsanov [183]) •设 


B t 


B t 




ds . 


t ^ T . 


那么云 


(Bt^ U P T )t^T 是布朗运动 . 


证明在著作 [183] 和后面的第七章 §3 b 中 引人; 也参见 [266] , [303] 

我们考察下列一维随机微分方程的弱解的存在性 问题： 


dX t 



( t , X)dt 



dB t7 


(23) 


其中系数 a 二 a { t ? X ) 被假定为一般依赖于“过去”值先， s ^ t . ( d>l 的情形类似 
讨论 .） 
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我们将以 C 表示连续函数工= ( x t ) t> 0 (xo = 0) 的空间，裕二 a ( x : x s ， s < t )， 
^ = a ( \ J ^ X 还设 P 撕是 ( C ,^) 上的维纳测度. 

\t^o J 

泛函 a ：- a { t , x ) (t eR ^. xeC ) 称为 可测， 是指它是由 IR + x C 到 M 的可测映 
射， 而称 为循序可测， 是指，此外，对于每个 f > 0和每个 Borel * A , 集合 

{(s ^ t , xeC )： a ( s , x ) e A } e 


我们将假定，方程 （23) 对于 t cr 和 



(为了简单起见）来讨论，并假定 


下列条件满足 



a { t , x ) 是循序可测泛函， 


P 



X ： 



t 



( t 7 x)dt < oo 


1， 


(24) 


0 



E vv exp 



T 



( t , x ) dWt ( x ) 


2 



T 



( t , x)dt 




(25) 


0 


其中 w 二 ( Wt ( x )) t >0 是按坐标定义 ( Wt ( 
测度的均值. 



x t ) 的维纳过程， E ^(0 是关于维纳 


X 




对应弱解的概念,我们必须构造某个概率空间⑴，多，(界) ^ T ， P )， 使得其上过程 

和 b = 满足 b 关于测度 p 是布朗运动，以及对于每个 t 彡 r , 


X 


t 



t 


a(s ， JC^ds + Bt 


( P - a . s .) 成立 

令 


Q 


C ， 


多 


貧， 


多 t 


爲， 


以及令 


P { dx ) 


Z T ( x ) P w ( dx ) 


来定义多 T 上的测度 P ， 其中 


Z T ( x ) 




exp 



T 


0 


a ( t , x ) dW t ( x ) -- 



T 



( t , x)dt 


(26) 


根据 Girsanov 定理，在概率空间 P ) 上，过程 


B t { x )= W t ( x ) 



t 


a ( s ， W ( x))dSj 


t^T 


0 


是布朗运动.因此，令 Xt ( x ) = Wtix ), 我们求得 


X t ( x ) 



t 


a ( s , X ( x))ds + B t ( x ), 




o 
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它（在假定 （24) 和 （25) 下）也证明了随机微分方程 （23) 的弱解的存在性. 

I • 

注 2. 如果 | a ( t , x )| ^ c 对于所有6 彡 T 和 : r e C * 成立，那么条件 （24) 和 （25) 明 
显成立.因此，在这一假定下，方程 （23) 有弱解.然而，我们强调，正如 B . Tsirelson 
的例子（参见例如， [303; §4.4]) 所指出，这样的方程可能没有强解.在这一联系中，我 
们记得，当方程也 h = a { t , X t )dt + dB t 系数 a ( t ， X t ) 仅仅依赖于“当前”見，而 
不是全部“过去” X s ， s<t (如同在 （23) 中那样)，那么它不仅有弱解，并且也有强解 
(参见上面的联系 A . K . Zvonkin [485] 的结果的第2点)， 


§3 f . 正向和倒向 Kolmogorov 方程.解的概率论表示 

1. 下面叙述扩散 Markov 过程理论的某些结果和方法,它们在 A . M . Kolmogorov 
发表于1931年的奠基著作“论概率论中的解析方法 （tjber die analitishen Methoden 
in der Warscheinlichkeitsrechnung )[280] 中讨论. 

P . S . Aleksandrov 和 A . Ya . Khintchine 在 [5] 中这样描述这篇把随机过程理论 
与数学分析，特别是，与（常、偏）微分方程理论联系在一起的著作： 

“在20世纪的全部概率论中，很难指出别的研究对今后的学科发展是如 
此至关紧要 . 
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62( ^" ) = ^ oA 





) 2 f ( s J x\s + A , y ) dy , 


— OO 


同时还假定所考察的函数的光滑性以及0 > 0) 


lim A 
A|0 A 



y 


X 


2 +s f(s,x;s^A ) y)dy 




0, 


(4) 


(5) 


由方程 （1)， A , N . Kolmogorov 对于这样的所谓 扩散过 程导出（详情参见 [280] 或者 
例如 7 [170], [182]) (关于 rr G M 和 s i 的） 倒向抛物型微分 方程： 

_g = a ( S!X )g + I f) 2 (S)a ， ) |^ ) ⑹ 

和（关于2/ € R 和 t > s 的） 正向抛物型微分 方程： 

f) f f) 1 

-恥吨 ，训+ 硕 [作观 ⑺ 

还讨论了这些方程的解的存在性、唯一性、光滑性等等问题.（方程 （7) 曾由 A . D . 

Fokker [161] 和 M . Planck [389] 在扩散理论的物理研究中考察过 

2.在 Markov 随机过程的理论和方法的发展中，此后的重要一步是在1940— 
1950年代 K . It 6 [242]-[244] 中走 出的； 这些著作旨在给出扩散（以及扩散一跳跃）过 

程的“明确的”构造性的结构，其中的系数和 b 2 ( s , x ) 带有在⑶和⑷中定 
义的局部特征. 

为实现这一宏图， It 6 构造了相应的过程，它是作为下列随机微分方程的解来得 
到的： 

dXt = a(t, Xt)dt + b{t^ Xt)dBt , (8) 

其中涉及某个“基底”布朗运动 B 

对应于[242]-[244](也参见 §3 e ), 初值= Const 、 其系数按相变量满足局部 
Lipschitz 条件和增长线性有界的方程⑻有且仅有唯一的强解.如果同时要求系数 

和 b(t ， x) 按 (t ， x) 连续，那么过程 X 将是扩散 Markov 过程，它特别是满足 
性质 (3)-(5); 而这就是说，在对转移密度和系数冲和 b(t,x) 附加光滑性条件时 
(详情参见例如， [182] 中的 §14), 它将满足正向和倒向 Kolmogorov 方程. 

类似地也可考察 i 维过程 X 二( X 1 , …， X d ) 的 情形： 

d 

dXl = X t ) dt^Yl bij (^ X t ) dB 3 t . (9) 



如果令 


( 10 ) 
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以及（比较 §3 d 中的 (27)) 


L{s,x)f 




df 




dxi 


1 

+ 2 5： 




( s , x ) 




d 2 f 

dxidx 


( ii ) 






( 12 ) 


则 Kolmogorov 倒向和正向抛物型方程将有下列 形式: 


d £ 

ds 


L { s , x)f 


和 


dl 

dt 




我们特别注意系数 七和矽 不依赖于时间参数的情形 


a 


V(x )， 


b ij 


b ij ( x ) 


在这一情形下，对于0 < S < 


(13) 


(14) 


f ( s , x ; t , y ) 


f{0 7 x]t 


s ， y ) 


如果引人函数 g 


9{ x , t \ y ), 按定义，令 




f (0 7 x ; t , y ), 


那么由 （13) 求得,这个 { t , x ) 的函数满足抛物型方程 


dt 


L { x ) g , 


其中 L { x)g 


丈 X㈤ 


dg _ 

dxi 




a 




⑷ 


d 2 g 

dxidXj 


(15) 


3. 现在转向叙述一系列众所周知的结果，它们借助于布朗运动和随机微分方程 
的解，对于偏微分方程理论的许多经典问题，可给出抛物型方程 （15) 的解的概率表 


7 J \* 


A . Cauchy 问题. 在区域 [0, oo ) x R d 中求连续函数 u 


u ( t , x ), 使得 


u (0, x ) 


P ⑻ 


(16) 


对于给定的函数 p = ( p ( x ) 成立，同时还满足下面引入的抛物型方程之一（比较 (15)). 
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A 1. 热传导方程 


du 

~di 


2 


Au 7 


(17) 


其中 A 是 Laplace 算子， △ 

函数 


E 


d 2 



(夂工) 


E x f ( B t ) 


(170 


就是方程 （17) 的 Cauchy 问题的被称为概率解的解•（在(17 ; ) ^ 是关于适合从 


点 x 出发的布朗运动（即岛) 

A 2. 非齐次热传导方程 




x ) 的测度的均值 .) 


du 


- Au -\- ip , 


(18) 


其中功 


轉，4 


概率解是函数 


v ( t , x ) 




E x (+ 





s ， B t )ds 


(18，) 


A 3, Feynman-Kac 方程 


dt 


2 


Au 十 cu^ 


(19) 


其中 c 




). 


概率解是函数 


v ( t ， x ) 




Ex ( ^(^t)exp 


{I ； 


c ( B s )d 



(19，) 


A 4. Cameron-Martin 方程 


du 


—^u (ci, Vw), 
△ 


( 20 ) 


g 中 





概率解是函数 




))，▽ 


_d 

dx 




( t , x ) = E x exp a ( B s ) dB s J \ a ( B s )\ 2 ds 


t 



(200 


注 1. 当然，为了使公式 (170-(200 中的函数十是解，首先需要定义这些公 
式中的数学期望.为此例如只需要求函数 ^( x ), 机 t , 工 I c ( x ), a ( x ) 的有界性.（在许 
多问题中，这些假定极受限制，它要求我们在讨论这些问题时要格外谨慎 .） 

注 2. 当说到“概率解”时，并不意味着这是在某个特殊的“概率类”中的解，而 
只是说，它们是借助于诸如按维纳测度的均值那样的概率论概念来定义的解. 
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B . Dirichlet 问题，考察某个开区域 G QR d 和寻求 C 2 类函数 w 二 u(x), 满足 

方程 

Au — 0, x ^ (21) 

(即它是调和函数）和条件 

u{x) — (p(x), x 6 dG. ( 22 ) 


设 

r — inf {^: B t ^ G }. 

于是概率解是函数 

' v ( x ) = EMBr ). (23) 

注 3. 这里也需要某个关于区域 C ? 的假定，使得时刻 t 是 Markov 时刻,而这也 
是 <p(B r ) 可积的必要条件. 

4. 在证明的基本点上余下的是要指出，在 （23) 中定义的函数 Mo :) 实际上（在 

某些补充假定下）是方程 （21) 的解， 

我们将假定，，中的开集 G 是有界的，以及# = < f ( x ) 是有界函数.又假定，函 
数 EMBr ) 属于 C 2 类. 

于是根据 ltd 公式，我们求得（在10, rf - t < T ( uO } 中) ® 

v ( B t ) - ^(^ o ) + I ( Av 、( B s )ds 十 f \ vv )( B s ) dB s , (24) 

^ Jo JO 

如果函数 p 满足 

那么 （別） 中的后一个积分将在 [0, r | 上是局部鞅（参见 [ 2 50; 第 88 页]), 

由布朗运动的 Markov 性质,在集合 〖0， r | 上， （ P - a . S .) 有 

E x ( p ( 私）| 見）=<氏)， （25) 

即，在这个集合上， v ( B s ) 是鞅. 

这样，由（ 24 )得到，过程 ( 积分 W A 〃(£ g 办) t < J 在 〖0， t 〖 上是局部鞭，并且 

由于同时它还是连续的有界变差过程，它等于零.事实是对于 半鞅/ 

分解的推论,后者在检验概率解是否满足某个方程的问题上经常 运用; 参见 [250; §3 b , 
第 I 章 j 和以后的 §5 b .) 

①这个括号中以及^的10, t | 都是英译本加上的，并指出它们来自 [250]. 俄文版上有时把这 
个集合记为 { w : 5 < r } ? 不太确切. — 译者注 
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由此我们断定， Av(x) - 0, X e G , 因为，如果在某个点 x 0 eG 上不成立，那么 
由 Av(x) 的连续性得到， Av(x) + 0 在点吻的某个邻域中成立，以及于是有正概率 
使过程 Av (瓦) 不等于零 • 

注 4. 关于椭圆方程的 Dirichlet 问题的解的唯一性问题和这个问题的任何解可 
表示为 EM ^ r ) 形式的问题,参见例如， [123; 8.5], [170; 第1卷，第6章,§ 2 ]. 

5. 在同样的思路中，也可用完全类似的方式来考察 Cauchy 问题中的概率解问 

题. 

例如，我们考察热传导方程 (17), 并指出函数吨， x ) 二 EMBt) (在某些补充假 
定下）是这一方程的有初值条件 w (0, a ;) — cp ( x ) 的解. 

其实，由布朗运动的 Markov 性质， 


E x (f(B t )\^ s )=v(t~s,B s ). (26) 

由于 (E x (f(B t )\^ s )) s ^t 是鞅（至少对于 1/| < c )， 故 (v(t-s,B s )) s ^ t 也是鞅. 
又，在 r € C 2 的假定下，可以应用 It 6 公式： 


v(t - 5, B s ) = v(t,B 0 ) + J + 2 Av J ^ ~ r； Br ) dr 

H~ f ^v(t _ 7*, B r ) dB r . (2T) 

Jo 


如果对于每个 




dr < 




那么 （27) 中的后一积分将是局部鞅.因此,过程 



(t — r, B r )dv J 

/ t^o 


(28) 


作为局部鞅和连续有界变差过程，与零过程 （ P - a . s .) 无区别. 

如果此夕卜，函数 v ? 二 ip ( x ) 连续,那么当6 — 0时 v(t,x) <p(x)_ 

借助于 It 6 公式可类似地确立，公式 （170-(20') 相应定义了问题(17)-(20)的概 

率解. 


注 5 . 对于上面 陈述的拋物型方程的 Cauchy 问题和 Dirichlet 问题以及 Kol¬ 
mogorov 正向和倒向方程的相应问题的更详尽的讨论参见例如， [123], [170] ， [182], 
[288]. 


. 利率、股票和债券价格演化的扩散模型 


253 


4. 利率、股票和债券价格演化的扩散模型 


§4 a . 随机利率 



. 我们所遇到的随机利率 



( r n )-^! 的最简单的模型是锒行账户模型 B 


(B n ) 


n^O 


其中（根据定义) 



AB 

~bZ- 


⑴ 


如果 ( Q ,^,(^)^ 0 , P ) 是随机基底（渗透概率空间)，它用来描述金融市场的 
随机性以及其上的“信息”（多 n )^ o , 那么，正如已经注意到（第二章， § le ), 银行账户 


B n 自然被认为是爲-可测的. 

因此，无论是序列 S = ( B n . 


因此，无论是序列 S =(凡) n 列，还是序列 r = ( r n ) n ^!, r 
章， § la ). 

这一状况说明，为什么在连续时间情形下，通常对利率 r 



( r n ) n ^ u 它们都是可料的 (参见 




( r ( t)) t> o 附加可料 


f 生 要求； 当 r 




( r ( t )) t > o 是连续（或者仅仅是左连续）过程时,它自动满足. 


以后我们将只考察利率 




( t )) t >0 是扩散随机过程的模型；因而，它有连续 


轨线（从而所提到的可料性要求变为多余). 

在连续时间 t > 0的情形下，通常的银行账户 e 

通过下列关系式来 给出： 


( B t ) t ^ o 的利率 r 




( 厂 ⑴ )00 


dB t 



( t ) B t dt ， 


( 2 ) 


它是⑴的自然“连续”类比 


很明显, 



( t ) 


(\nB t y 


(3) 


以及 


B t 



oexp 


{L 


t 



( s)ds 


⑷ 


利率（短期利率 (short rate of interest ) 、即时利率 (spot rate ) 、瞬时利率 ( instan ¬ 
taneous interest rate )) 的概念在“间接”给定债券价格演变中起着重要作用（参见以 


后的 §4 c ). 这一状况说明，为什么大多数各种各样的利率 
下列形式的扩散方程来 描述： 



= ( r ⑴的模型可用 


dr ( t ) = a ( t , r ( t))dt + b ( t , r { t )) dWt } 


⑻ 


或者比如用下列形式的“带跳跃的扩散”型模型的方程来描述 


dr ( t ) 


a ( t ， r { t )) dt + b { t ^ r ( t )) dW t 


+ 



c ( i , r ( t —), x )( fi ( dt , dx ) 


dx ))^ 


⑹ 
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其中 M dx ) 是在 R t xExR d 上的随机泊松测度，而 P = v { dt , dx ) 是它的补 

偿量（详情参见[ 25 0;第 III 章， §2 c ]). 

2- 我们引人利率 r 二 ( r ( t )) t>0 的某些有关扩散模型 （5) 的流行模型，其中 

W - ( W t ) t >0 是给定在某个随机基底 ( O ,^,(^)^ 0 , P ) 上的标准维纳过程（布朗运 

动). 

Merton 模型 （ R . C . Merton , [346] ; 1973年)： 

dr ( t ) = adt + ^ ydW t . (7) 

Vbside/c 模型 （ O . Vasicek , [472] ； 1977 年)： 

dr ( t ) = (a — f 3 r ( t))dt + ^ dW t . (8) 

模型 （ L . Dothan , [111]; 1978 年)： 

dr ( t ) — ar ( t)dt + 7r ( t ) dW t . (9) 

Cox - Ingersoil-Ross 模型 （ J . C . Cox , J . E . J . Ingersoll , S . A . Ross , [80], 1980 年; 
[81], 1985 年)： 

dr { t ) ^ P ( r { t ) f ^ 2 dW u (10) 

dr ( t ) (a — /3 r ( t))dt + J ( r ( t )) 1 ^ 2 dW t . (11) 

Ho - Lee 模型 （ T . Ho , S . Lee , [224]; 1986 年）： 

dr ( t ) = a : ⑴ dZ + ^ ydW t . (12) 

Black - Derman - Toy 模型 （ F . Black , E . Derman , W . Toy , [42], 1990 年)： 

dr ( t ) = a ( t ) r ( t)dt + ^{ t ) dW t . (13) 

Hull - White 模型 （ J . Hull , A . White , [234]; 1990 年)： 

dr { t ) - ( a ( t ) - 0( t ) r ( t))dt + j ( t ) dW t , (14) 

dr ( t )- 二 ( a ( t ) - P ( t ) r ( t))dt + ( t )( r ( t )) 1 ^ 2 dW t . (15) 

Black-Karasinski 模型 （ F . Black , P . Karasinski , [43]; 1991 年)： 

dr [ t ) = r ⑴ ( o ; ⑴一⑴ lnr ( t))dt + ^ f ( t ) r ( t ) dW t . (16) 

feru / mann-Sondermarm 模型 ( K . Sandmann , D . Sondermann , [422]; 1993 年)： 

r ⑷ = ln(l ⑷)， (17) 
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其中 

处⑴ = y ( t ) dWt ). (18) 

3. 在引入上述模型的论文中，也给出了他们讨论的动机. 

例如，如果认为利率在某个常值水平 a //3 附近波动,那么 Vasicek 模型⑻是完 
全自然的.（由⑻可见，当冲）< a //3 时，过程呈现正漂移，而当 r ( t ) > «//3 0寸，漂 

移是负的；如果 a ~ 0,那么方程 （8) 变为 §3 a 中讨论的 Ornstein - Uhlenbeck 方程 .） 

然而,应该注意，许多债券利率性态的经验研究（参见例如，[69]， [70]) 指出 ，一 
般来说，不能认为，存在某个固定平均值 ( a / p ), 使得利率有回归这个值的倾向（这 

样的现象在英文文献中称为平均复归 （mean reversion) ) . 

这种状况在 Hull 和 White 模型中考虑，其中固定的水平 a //3 替换为 变动的 
a ( t )/(3( t ), t ^ 0. 

以后还可认为，这种变动的水平本身也可以是随机过程. 

下列模型可以作为这方面的 例子： 

Chen 模型 （ L. Chen, [70]; 1995 年)： 

dr ( t ) — ( a ( i ) — r ( t))dt 十 { t )) 1 ^ 2 dW ^ (19) 

其中 和 7 ⑷是扩散型随机过程， 

da ( t ) = ( a ： — a ( t))dt + ( a ( i )) 1//2 diy t 2 , (20) 

dl { t ) 二 （7 — l ( t))dt 4- (-/( t )) l /2 dW ^ (21) 

( a , 7 为常数; W 1 ， W 2 和是独立的维纳过程). 

在所引入的许多模型中，扩散系数（“波动率”）都被认为是依赖于利率值 r ⑷的; 
这点例如可这样来 解释： 如果利率很高，那么有相应利率的资产必定也具有很高的 
风险，它们就由波动项（比如在对于 r ⑷所对应的方程中的 { r { t ))^ 2 dW t ) 来确定. 

4. 我们再引入一个（相当简单的）利率演变模型，它出于下列设想. 

很自然，随机过程 r = ( r ( t )) t>0 在一定意义下是 “ 经济”状态的反映以及对这 
种状态的某种评价. 

由此出发,我们假定， “ 经济”状态比如建模为只有两个 状态 ： i = 0,1 (为了简化 

讨论）的齐次跳跃 Markov 过程0 = (沒⑷) 0 。.设 P (沒⑼ — 0) — P (^(0) = 1) = !以 

及转移概率密度 Ay 满足 A " = — A 以及当 i # j 时， = 乂 

这样 一來，“ 经济”以参数为 A 的逗留时间指数分布时而在状态 i 二 0,时而在状 
态 € = 1. 

我们将假定， “ 经济” 状态“ 只能通过间接方式来判断；这种方式就 

是观察有微分为 

dX t = 0( t)dt + dW u (22) 
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的过程 X = ( X t )^ o ? 其中诼= (^)*^0 是某个维纳过程. 

记 

r ( t )^ E {6{ t )\^ t x ) (23) 

为状态 G ( t ) 关于观察尤卜 < 的均方意义下的最优估计 (多 t x = a ( X s , s ^ t)y 

由非线性滤波的一般理论可得（参见 [303; 公式（9.86)])， 

dr ( t ) — A(1 — 2 r ( t))dt + r(t)(l — r ( t ))( dX t — r ( t ) dt ). (24) 

我们察觉，过程 W = ( W t ) t ^ 

W t = X t — 广 r { s ) ds , (25) 

JO 

是关于流的维纳过程（参见 [303; 定理 7.12]; 也参见第七章 §3b 中的定理 
5; 过程 W 称为更新过程 ®). 因此 ， （ 24) 是型为 （ 5) 的 方程： 

dr ( t ) = A(1 — 2r ⑴) dt + r(t)(l — r { t )) dW t . (26) 

还值得注意的是 ，由（ 24 )， 并考虑到 （ 22 )， 可得 

dr ( t ) — a(r(t), 6( t))dt + b ( r ( t )) dW t , (27) 


其中 

a(r, 9) — A(1 — 2r) -f- r(l — r )(9 — r), b ( r ) — r(l — r ). 

(比较 Chen 模型 (19).) 

5. 上面考察的利率 r = ( r { t )) t>0 的动态模型都基于有某个基底维纳过程的随 
机微分方程. 

同时，还可察觉，所考察的许多模型允许有作为维纳过程的泛函的“显式”解. 

例如，在 Vasicek 模型⑻及其推广 Hull - White 模型 （14) 中，其解（由方程⑻和 
(14) 的线性性）可表示为下列形式： 




它容易借助于 It 6 公式来 建立； 比较 §3 e 中的 （7). 


(29) 


© 括号中的最后一句话是英文版加入的 . 


——译者注 
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并假定对于所有 t > 0, 有 T(t) < 00, 以及当 t 4 oo 时， r ⑷— 00, 我们引入公式 
0 - T(t) 表示由“老”时间6变到“新”时间 A (详情参见第四章 §3d, 其中把“新” 
时间解释为“运作”时间 

如所周知（参见例如， [303; 引理 17.4]), 在所作的假定下，可求得（新的）维纳过 
程 使得 

f 0 iM) dw ^ w ^ (31) 


这样，由 （28) 对于 r(i) 得到下列表 示式: 


r(t) = m + g(t)W^ 


(32) 


其中 


如果 



T*(6) = inf{t : T(t) = 9}, 


(33) 


那么由“新”时间 6> = T ⑴回归到“老”时间将由公式 t = T *{9) 来确定.因此，按照 
“新”时间仏定义为 r % e ) = r ( T ，)) 的过程 r* = (r*(<9))^ 0 将有非常简单的结构: 

v%e)^r{o) + g%e)ws, 


其中广⑼= g*{9) - g(T，)). 

在 Black-Karasinski 模型 （16) 中， 

dlnr(t) — (Q ； ⑴ —y 2 (t) — (3{t) lnr(t))dt + (34) 

按照同一个公式 （30) 确定 T(t), 我们（对于某个新的维纳过程= (W t *)t^o) 求得 


r(t) = F(f(t) + g(t)W* (t) l 


其中 Wt) 由公式 （29) 来确定， 



以及 F{x) - e^. 

对于 Sandman-Sonderman 模型（17)-(18)，类似地可求得 


(35) 

(36) 




( 37 ) 
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其中 F ⑻= ln(l + #)， T ( t ) = / 0 ' j 2 { s ) ds , 


f ( t ) = in ^( O ) + 





正如 W . Schmidt 在著作 [426] 中所注意到，在所有考察过的“显式”表示中，利 
率都有形式 (35). 这一状况导致下列非常一般的模型. 

iSWimidi 模型 ( W . Schimidt , [426] ; 1997年)： 


rOO = F(/G)+5WWrU ))， (38) 

其中 W = ( W t ) t ^ o 是某个维纳过程，： T ⑴和 F {^) 是非负连续严格递增函数 ， O 0, 

x eR ； f = f ( t ) 和 g =分⑴是连续函数,并且 g ⑷ > 0. 

注意，在这个模型中，“新”时间0 = : r ⑴是“老”时间 t 的确定函数，因而，过 
程不= f ( t ) + g ( t ) W T { t ] 是高斯过程，并且适当选择的函数 F ( x ) 可用来得到利率 
r ( t ) 的各种分布. 

6. Schmidt 模型 （38) 还有这样的吸 引力： 它的“离散化”可用自然的方式得到 
利率演变的离散模型，其中只需借助随机游走来运用某种维纳过程的逼近. 

例如，如果对于 n 彡1, 


T } n ) = inf |^0: T ( t ) > , 

i = 0,1, …，以及 （#)) 是 Bernoulli 随机变量序列，且有= 土 1/^) = 那 
么由 

才 ) 二 E f) ， w o n) = ° 

i=l 

所定义的（按段常数）过程灰 ㈤ = ( W t ( n ] ) t >0 当 n — oo 时弱收敛于维纳过程 W = 

叫 >0. 

令 

r \ n ) ( j ) = F (/(O + 〆 、("))*)， j = 0, 土 1 ，…，士 

我们得到利率演变的离散序列版本 r ( — = 其中 rf >取值 rj n )( j )， j 二 

0, 土 1， . .. ， 士 i , 并且认为 r ^) 二 r 0; 然后假定，以概率!使状态 rp ) ( j ) (j = 0, 士 1， .. . ， 

± i ) 或者转向状志 r -^\ ( j 十1)，或者转向 (j - 1). 

这样的构造显然导致（参见 [426]) 利率演变的二叉树模型，它可（对于给定的 
n = 1，2, … ） 描绘为下列 样式： 
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1) 


(+ 1 ) 


4" )卜 2 ) 


r^ n) (0) 


r^ n) (+2) 


§4 b . 股票价格的标准扩散模型（几何布朗运动）及其推广 

1. 在前面（第一章 § lb ) 已经注意到，笫一个描述股票价格 S : 

模型是 L Bachelier 的线性模型（1 9 00年） 


( S t ) t ^ o 演变的 


S t 




洗+ 〆 + aW u 


⑴ 


其中 W 


( W t ) t >0 是标准布朗运动（维纳过程). 


尽管从原理的视角来看，这是把概率论的概念用于金融市场分析的决定性的一 
步，但是从一开始就很明显，模型 （1) 有许多不足，其中首先是量& (其含义是股票 
的价格）可能取负值. 

在这方面，重要的是由 P . Samuelson [420] 所作出的下 一步， 其中提出股票价格 

用几何（或者正如他也说过的经济）布朗运动来 描述： 


S t 




a^_ 


⑶ 


换句话说， P . Samuelson 假定，不是价格&，而是这些价格的对数服从型为⑴ 


的线性 模型: 


In 


S~o 







2 


t + aWt 


(3) 


由 It 6 公式 (§3 d ) 立即得到 


dS t 




+ <7 . 


⑷ 


这样，如果把这个表达式改写为另一种（有点含糊的）形式 


dS t 

5 T 


(jbdt + adWt 


(5) 


那么变得明显的是，（按时间步长△的）离散逼近可写成下列形式 ( AS t 




St-S t - A ) 


AS t 


3 "△ + (T , 


它非常类似于表达式 


ASn 

^TL — 1 


Pn 


⑹ 
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其 中以为 多 n - 可测，它在前面被用来（参见例如，第二章 §2 a 中的第6点）描述在 
离散时间情形下的股票（更确切地说，股票价格）的演变. 

有意思的是也可把表示式 （5) 与对于（相伴的）银行账户 B = { B t ) t ^ o 的表达式 
来比较，后者服从方程 


dB t — rB t dt , 


⑺ 


其中（常）利率 r >0. 

如果所考虑的金融市场由分别服从方程⑺和 （4) 的银行账户 B =(战)^ 0 和 
股票 S = ( S t ) t> o 所构成，那么我们将说，我们涉及标 准扩散 ( B . S ) ( Black - Merton - 

Scholes )- 模型 或者标 准扩散市场. 

这个标准扩散模型是1973年由 F . Black 和 M . Scholes [44] 以及 R . Merton [346] 

在为期权定价时所考察的.正是这个模型联系着欧式期权的合理（公平）价格的著名 

的 Black-Scholes 公式.（后面的第八章就讨论这个问题 .） 

相当明显的是，标准模型基于不太现实的假定.事实上，其中假定银行账户的利 
率 r 是常数（其实它是波动的)，变化率系数（波动率） tr 和增长系数 M 也是常数（其 
实它们随时间而改变).在导出执公式时还假定（参见以后的第八章中的 
§§ lb , c ), (丑,$是“无摩擦”市场（没有交易费用，不分红，获得数据和采取决策无延 
迟等等)，使得有可能在银行账户中存取任何金额，以及买卖任何数量的股票， 

所有这些都说明，标准的 （私 市场的扩散模型大大简化了实际，但是它仍然 
是最为流彳了的模型. 

与此相联系的是， F . Black ([41], 1988年）的下列关于所考察的模型的“简单性” 
的主张声誉 卓著： 

“简单性有其自身的力量.人们采用这个简单模型，是因为他们容易理 
解在他们的假定中的偏差.这个模型很好地作为一阶近似，并且如果你看 
到在所作的假设中的‘窟窿’，那么你可以改进这个模型，而代之以它的进一 
步的细化 


2. 这种先验的自然完善之一在于在所考察的模型中，其中的常数 r ， M 和 a 取 
代为确定性的或者（与相协调的）随机函数 r ( t )， 〆 *)和 a ( t ): 

dB t — r ( t ) B t dt : (8) 

dS t = S t { Kt)dt 4 - a ( t ) dW t ). (9) 

当然，在考察较复杂的模型时，必定先要从试验发现的事实出发，而这种事实既 
不能用标准 （ S ， 外模型来说明，又不能被 （ S ， 外模型所“把握”.但是,另一方面，更 
为细化的模型不应该复杂得“不能进行任何计算”. 

在这方面，应该注意到所谓微 笑效应 (smile effect ), 它正是那种不能用标准 

( B , 模型来解释的事实，而导致它的各种各样的推广和完善. 
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微笑效应的实质如下. 

设股票价格 满足& = 1 (为了简单）的方程⑷，而 C = C { a , T , K ) 是有偿付函 
数为 /t = max(^r K ,0) 的标准欧式买入期权的合理价格. 

对于 C 的 Black - Scholes 公式（参见第一章 § lb 中的（9)，更详细的参见第八章 
中的 §§ lb , c ) 对这个价格与波动率 a 、 执行时间 r 和执行 价格瓦 给出显式依赖关 
系. 

然而,人们可转向金融市场上这些期权对于给定的 T 和 K 的价格 的现实 存在, 
并把它们与理论值 C 相比较. 

设在金融市场上的这个（现实）价格为 C ( T , K ). 

我们求出$ = 作为下列方程 的解： 

C(a,T,^)^C(T^), 

其中 C ( a ， T ， K ) 由 Black - Scholes 公式来确定 ■ 

量 a ( T , K ) 称 为隐含 ( implied ) 波动率，它就可用来说明原来的标准模型的某些 
“窟窿” （ F . Black 的说法）的特征.实际上，试验上已经确立 

( a ) 固定瓦，量 a ( T , K ) 随了的变化而变化； 

( b ) 固定 T ， 量 a { T , K ) 也随 K 的变化而变化 7 并且是下凸的函数（这点说明了 

“微笑效应”这一名称). 

为了考虑所观察到的效应 （ a ) ， R . Merton 提出（[346]，1973年)，在标准模型中 
认为"和 (7 是时间的函数 （/i = a = <7⑴)，并且这样的模式实际上也在金融市 

场中运用，特别是在计算美式期权定价时那样做. 

微笑效应 （ b) 更为微妙，为了说明这点，引人了各种各样的标准模型的复杂化 
(“带跳跃的扩散”型模型，“随机波动率”型模型等等都属于这一类). 

这方面最为清楚透彻的是 B . Dupire ([121], [122]) 所提出的模型，其中假定 

dS t 二 S t {^{ i)dt + a { S u t ) dWt ), (10) 

这里 a = a ( S ， t ) 是某个依赖于状态 S 和时间《的函数. 

在上面提到的著作 [121] 和 [122] 中， B. Dupire 还指出，市场的 “ 无套利性和完 

全性”允许利用标准欧式买人期权对于执行时间： T 和执行价格瓦的（在时刻 t < T 
和在状态& = s 的）价格 C s , t ( K , T ) 的 现实观察值来 估计未知的波动率. 

3. 标准扩散 （尽的 -模型 （ 4) 和 （ 7) 的复杂化在思路上非常类似于在离散时间 
情形下的简单模型的复杂化. 

正是出于这一点，我们记得（参见第二章 § ld )， 在离散时间情形下，我们从下列 
表示式出发 

S n = S 0 e H ^ (11) 
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其中丑 u 二/^ +…+ 以及 / l ri = / ir , + ( Tn £ n , 而 Mri 和〜是非随机量以及 
£ n ~ -^(0,1)- 

如果在⑼中系数 〆 0和 a ⑷是非随机的，那么&可写成下列形式： 

St = S 0 e H ^ ( 12 ) 


其中 

丑 4 二乂 ( m (5) - ds + < j { s ) dw s . (13) 

显然，在这一情形下 ，历 有高斯分布，并且 （ 12) 是表示式 （ 11) 的连续类比 • 
同时，在第二章的 § ld 中，曾经考察过4尽 MA 7 ARMA 等模型，其中波动率 

cr n 被认为是常数 （ On 三汀二 Const ), 而/^由“过去的”值心_ 2 ,…和 

6 n ~ i , £ n -2? * '' 来确定. 

最后， 在 ARCH 和模型中，假定、= cr n e u , 并且认为波动率 cr n 依赖 

于“过去”（参见例如，第二章 § ld 中的 （19)). 

我们强调,在所有这些模型中，只有一个随机源，它就是白（高斯） 噪声 e = ( e n ). 
在“随机波动率”模型（参见第二章 § ld 中的第7点）中则假定有两个随 机源: 
独立白（高斯） 噪声 e 二 （ e n ) 和 J = ( S n ). 这时， = cr n e n , 其中 a n = e i ‘， 且 

P 

△n = “0 + 〉: Q ； iA n —i cJ n (14) 


(参见第二章 §3 c ). 

在连续时间情形下，同样可考察型模型以及随机波动率型模型 
的各种类比. 

例如对于第二种类型，就有下列形式的模型（比较第二章 §3 a 中的 （37) 和 (38))： 

dS t = S 鱗, S u a t )dt + a t dW t £ ), (15) 

d/^t — ^ t)dt ~h b ( t , (16) 

其中 At = lnof , 而 W = ( W ^) t>0 , W s = ( W t s ) t>0 是两个独立维纳过程.（类似的模 

型在著作 [235], [364] , [432] , [477] 中讨论 .） 

在运作型为 （15) 和 （16) 的模型时，当只观察过程 S = ( S t ) t>0 (而不观察波动 
率过程 CT 二 （ CTt ) t ^)) 时，我们就面临市场的“不完全性问题”，在这样的市场中，不能 
唯一地定义例如诸如期权的 合理价格之类 的重要概念，并且导致采用更复杂 的上价 
格和下价格的 分析.参见第五章 § lb . 

在这方面， “ ARCH-GARCIF 型的扩散模型在连续时间情形下，有其特有的吸 

引力，它们在金融资产的定价中能用来发展“无套利性和完全性”技巧. 

这种型的模型的例子是上面考察过的 B . Dupire 模型 （10). 
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遵循在 认 ARCH - GARCIT 模型中的“对过去的依 赖性” 的想法，自然导致例如 
考察表示式 

S t = S^e H \ (17) 

其中扩散过程 丑 = (^)^ o 是由单个维纳过程生成的 多维扩散过程 

/ tj rj\ rrn — 1\ 

{H t ,n t ，'- ,ti t )t^o 

的分量. 

具有有理谱密度的高斯平稳过程可作为对应的例子，它可看作满足线性随机微 
分方程的多维 Markov 过程的分量.（详情参见 [303] 中的定理15,4和方程组 (15.64).) 

4. 我们继续考察上面引人的扩散模型，它将在第七章中描述股票价格的动态变 
化，并且在那里将从 “ 无套利性和完全性”的视角来研究这些模型. 

在第一章中已经注意到， 无套利概 念也就是在我们的叙述中被我们所认定的合 
理建立的市场的经济学概念.在离散时间情形下，“资产定价第一基本定理”（参见第 
五章 §2 b ) 给出在 （ B ， S )- 市场上的无套利机会的鞅判别准则，其中对银行账户 B = 
( B n ) n ^ 0 和对股票夕= ( S n ) n >0 加上一定的限制. 

完全一样，在连续时间情形下，自然期待（石， S )- 市场的无 套利概 念要对股票价 
格的动态变化和银行账户的动态变化加上一定的限制（参见第七章). 

应该注意，连续时间情形（与离散时间情形相比）更为 微妙； 其中许多方面不但 

涉及相应的随机分析工具的技巧上的复杂性，也涉及连续交易与离散交易的原则区 

别. 

另一个重要问题有关⑻ S )- 市场的结构具体化，它联系着市场的 完全性 ，即， 
构建其资本在需要的时刻复制“支付义务”的资产组合的可能性（详情参见第五章 
§ lb ). 

一般来说，这种期待的性质多半是例外，而不是惯例.然而，尤其引人注目的是， 
在扩散市场的情形下，相当一般的完全性条件将成立（参见第七章中的 §4 a ). 

§4 c . 债券族的价格期限结构的扩散模型 

1. 在本书的开始（第一章 § la ), 我们已经描述性地给出了作为金融债务的债券 
及其市场价格 P ( t , T ) 的表示式. 

同样，我们也引人了债券的某些特征，诸如初 始价格 P (0， T )， 面值 P (： T ， r ) (为 
了确定起见，假定它为 1), 去前 利率， 到 期获利 等等.也已经注意到，价格 P ( t , T ) 
(0^ t < T ) 作为随机对象族，在一定的意义下，其结构问题比股票的概率结构问题 
更为复杂. 

困难之一在于，如果对于函数 P ( t , T ) 给定 r ， 并把 P ( t ， T ) 对于 0 < t < T 
看作变量为 i 的随机过程，那么首先应该注意到，这个过程必定是带条件的，因为 

P ( T , T ) = 1. 


这种过程的典型例子是在 §3 a 中所考察的布朗桥 X = ( X t ) t ^ T , 它服从方程 

dX t 二 {- dW t , 

其中= a ， 并且它有这样的 性质： 当 i 丫 T 时，& — 1. 

类似于 L . Bachelier 为对股票价格建模而运用线性布朗运动（参见 §4 b 中的⑴), 
在债券情形下， X 二 (X t )^ T 可被认为是描述价格 P(t, T) (t ^ T) 演变的某个可能 
的模型. 

这里发生的困难在于，在股票情形下，量 (t > 0) 取值一般来说是 R 上的任 
意值，而按照债券价格的自身含义，它必定满足条件0 < P ( t , T )^ l . 

在为债券价格建模时的另一个困难在于，通常在债券的金融市场中，债券是以不 
同的到期 时间了 出现的，并且购买者的组合中可包含不同的债券.因此，债券价格 
演变的自然模型必须不仅要对于固定的 T 来建立，而是要立 即对某个子集 TCM + 
来建立，这个子集要把市场上出现的债券的所有可能的到期时间都包括在内.这时 
金融市场中必 定无套利机会 ，即，形象地说，必定没有机会来购买某些债券然后再出 
售它而无任何风险地获利. 

2. 在构造到期时间为 T 的债券（我们将称它为责券）价格 P (《， T ) ( t < T ) 的 
期限结构模 型时，我们假定 T = IR +. 换句话说，我们将认为，存在价格为 { P (^ T ),0< 
t ^ T , TgR + } 的整个（连续） 债券族 • 

这时也将认为，所有债券没有中间（息票）支付，即我们将只考 虑零息票债券 

( zero-coupon bonds ) • 

注 i . 在英文金融文献中，所有为描述资产价格的期限结构的建模论证都（十分 

流行地）称为“ 利率期限结构 (The term structure of interest rates )”. 

3. 在处理一种 T - 债券或者一族 T - 债券时 （T > 0)， 要引进一系列经常在建立各 
种模型及其分析中运用的它的特征. 

为此，我们把价格 P ( t ， T ) 表示为下列 形式： 


P ( t , T ) = e - r { t . T ){ T - t )^ t $ T , 
P ( t , T ) = e~^t /( M )' t ^ Tj 


其中 r ( t ， T ) 和 f ( t , s ) 是某两个非负函数. 


很明显， 



(t ， T) 


lnP ( t , T ) 

T-t ， 


以及（假定 p ( i , T ) 关于 r 〉 f 可微) 




d 


dT 


lnP(t ， r )， 


t 



T ， 


t ^ T 


( 1 ) 

( 2 ) 


⑶ 


( 4 ) 
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对于一种有零息票支付的 T - 债券的情形来说，我们利用下列公式（参见第一章 
§ia 中的⑹)对〖< r 引人它的 收益或者到期收益 〆 r - 1 ， r): 


P ( t , T ) = e 


一 (T—t) ln(l 十 p(T — t ， t)) 


把这个公式与 （ l ) 相比较，我们看到, 


r ( t , T ) = ln(l + p(T — 


(5) 


⑹ 


这个量通常也称为 T - 债券关于余下时间 T-t 的收益 ( yield ), 而函数 f 〜 r ( t , T ) 
称为（对于 （ < T ) 的 r - 债券 的收益曲线. 

量 r ( t ， T ) 在考察有不同到期时间: T 〉 i 的不同 r - 债券时也有用.在这一情形 
下，函数: T 〜 r ( t ， T ) 也称为 T - 债券族 （在时刻 t 的） 收益曲线. 

为了在以后对一种债券和债券族这两种情形不加区分，我们将把函数 r ( t ， T ) 看 
作两个变量 t 与了的函数，并认为0彡和 t > o ; 它仍然称为 收益. 

量 /(^, r ) 通常称为在时刻 t 签约的合约的远期利率. 

在以后所有的分析中起关键作用的是时刻〖的利率（即时利率 ， spot rate ) r ⑷， 
它通过远期利率定义为： 


r ( t ) = 


⑺ 


由这个定义很明显，联系时刻《的利率 r ⑷刻画了债券价格在无限小区间 { t,t + 
dt ) 中的变化速度. 

还要注意到， r ( t , T ) m /( t , T ) 通过下列关系式联系在 一起： 

f ( t ， T ) = r ( t , T ) + ( T -(8) 

它直接由⑷和⑴得到. 

这样，比如，假定导数 在 T = t 时有限，那么 

K 0 二 /( M ) = r ( M ) 卜雖 r ( f ， T 1 )) ， (9) 

4. 现在转向关于描述债券价格 P ( t , T ) 动态变化的问题.这里有两种基本 途径: 
间接的和直接的. （比较第一章 § lb 中的第5点 .） 

在第一种途径中，价格 P (^, r ) 表示为下列 形式： 

P ( t , T 卜邱 , r ⑷; r )， （10) 

其中 r = ( r ( t )) t>0 是某个“利率 ”■ 
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在这样的模型中，整个价格结构 用唯一的因子 r = ( r ( t )) O 0 来确定，它说明为 
什么这样的模型称 为单因子 模型. 

这样的模型的一个重要而又适于解析研究的子类是函数 F(t,r(t);T) 由下列形 

式来描述的 子类： 

F(t, r (t). ， T ) 二 r ( 卿， t). (11) 

这种模型称为 仿射模 型或者有时也称为指 数仿射模型， [117]， [119], 因为 

\nF(t lX ;T) 是关于: r 的线性函数 a(t,T)- 魂 T), 其中 a(t,T) ^ 0(t,T) 是某 
两个函数. 

另一种广为人所知的途径是在著作 [219] 中运用的，并按照其作者的姓 （ D . Heath , 
R . Jarrow , A . Morton ) 称对应的模型为 ZfJM - 模型. 

在 [219] 中提出的途径的实质在于求出作为下列随机微分方程的解的价格 P (^ T ) 
(比较 §4 b 中的 (4)): 


dP(t,T) = P(t, T)(A(t, T)dt -h B(t, T)dW t ), (12) 

其中 A(T,T) = B(T,T) = 0 以及 P ( T , T ) = 1, 或者是求解对于远期利率 /(( T ) 的 
方程 

df(t,T) 二 a[t 、 T)dt -h b(t, T)dW t . (13) 

现在,有益的是回忆起这里和以后都假定给定某个渗透概率空间（随机基底） 


⑴，多，（多 f)QO ， P). 


假定， 所有被考察的函数 (P(t,T), f(t ， T) ， A(t,T) 等等） 对于亡 彡 r 都是 只-可 测的. 
照例 ， W = (W u ^ t ) t ^ 是标准维纳过程，并 假定， 确保 （ 12) 和 （ 13) 中的随机积分存 

在和方程 （ 12) 的解存在的可积性必要条件满足. 

由价格 P(i,T) 和远期利率 /(t ， r) 之间的关系式 （ 2 )， 运用 It6 公式和随机 Fubini 

定理 （参见 [303] 中的引理 12.5 或者 [395]) 可求得下列在 [219] 中引入的方程 （ 12) 

和 （ 13) 中 的系数 04(t ， r),B(t ， r)) 和 (a(t,T),6(t,T)) 之间 的联系 公式： 


以及 



(t ， T) = dB [% T ) B(t ， T) 




dT 
dB(t ， T) 

^ dT ~~ 


dA(t,T) 

~~dT 



(14) 

(15) 


(16) 

( 17 ) 
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由 （13) 也可求得， 


dr ( t ) 


d£ 

dT 


( t , t ) + a ( t , t ) } dt 4 - b ( t y t ) dW t 


(18) 


注 2. 在许多著作（参见例如， [38]，[359], [ 4 叫）中，取代远期利率而使 


用它的修正叩， a :)， 其中 


r(t,x) 


fit.t + x). 


使用这个量的最大好处在于它能达到一系列解析上的简化.在这样的重 新参数化下， 
例如，公式 （2) 看起来就被简化为 

P ( t , T ) = exp J . (19) 

5. 债券价格 P ( t , T ) 的结构以及远期利率 f ( t ， T ) 和利率 r ( f ) 的结构的进一步 
的细节，将在第七章中从相应的 T - 债券市场中的“无套利性和完全性”的视角来给 
出.这里我们仅仅注意到，正如在（5, S )- 市场情形中那样（参见前面的 §4 b 中的第4 
点)，我们所采用的 T - 债券市场的“无套利性概念”，将自动对方程 （12) 和 （13) 中的 
系数以及仿射模型 （11) 中的系数 a ( t ， T ) 和 /3( t , T ) 以及利率，加上一定的结构 限制; 
从而，由此分离出债券市场无套利模型的自然类. 

5 . 半鞅模型 

§5 a . 半鞅和随机积分 

1. 面对前面提出的描述诸如股票价格之类的金融指数演变的各种各样的模型, 
自然会提出这样的问题：怎样区分出某个足够一般的随机过程类，使得它一方面能 
包括上面考察的许多模型，另一方面又适用于解析研究. 

从许多方面来看， 半鞅类 就是这样的类，即（可能但不唯一地）表示为下列形式 
的随机过程 X = ( X t ) t ^ o 的类： 


= H- ^4* + Mt, (1) 

其中 A = ( A t ^ t ) t>0 是有界变差过程 （A e y )， 而 M 二 { M t ^ t ) t>0 是局部鞅 
(Me ^ ioc ), 它定义在某个也称为随 机基底 的下列满足常设条件 的渗透概率空 间上: 


⑴，多 ’ (^)t>o,P), 

这里常设条件是指 (7 -代数 A 0) 有右连续性，并要求代数界 （o 0) 包含所 


有多中的零概率集合（比较 §3 b 中的第3点). 
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假定 X = { X t ) t ^ 0 是关于 (^ t ) t^o 的协调 （适应）过程，且有右连续轨线 t … 

x t (u；), cuen 7 以及轨线对每个 t > o 存在左极限（简称“右连左极”).（在法文中，这 

样的过程称为 以出如 过程，它来自 Cbntinu A Droite avec des Li mites A Gauche.) 

2. 转向半鞅有几个理由.首先，这个类非常广，它包括离散时间过程 X = 

( X n ) n ^ 0 (在下列意义下：它们与过程 X * 二 ( X *)^ 0 (其中 M = X w ， 而显然有 
X * 属于类之间有 一一 对应)，扩散过程，带跳跃的扩散过程，点过程，独立增量 
过程（除了某些例外，参见 [250; 第 II 章， §4 c ]) 以及许多其他过程. ♦ 

半鞅类对于许多变换都是稳 定的： 测度的绝对连续替换，时间替换，局部化程序， 

渗透替换等等.（详情参见 [250; 第 I 章， §4 c ].) 

其次，对于半鞅存在发展成熟的随机分析工具，它基于对诸如时刻，鞅， 

上鞅和下鞅，局部鞅，可选和可料 cr - 代数和过 程等等概念的运作. 

在一定的意义下，对于半鞅的随机分析的成功在于对它们可定义随 机积分 ，并 

且加 公式成立 (§5 c ). 

注 1. 在现代随机分析奠基者之一 P .- A . Meyer 的著作 [139; 附录]中，对半鞅的 
随机分析和随机积分的基本概念和思想给出了紧凑而又引人入胜的描述. 

其上给定半鞅的随机基底 （ Q , 多， ( J ^) t > Q ， P ) 的要素是 a - 代数流的概 
念.正如已经在第一章 §2 a 中所注意到，对于金融理论来说，这个概念也起着关键作 
用； 这样的流就是金融市场上的“信息”流，投资者和交易者都在此基础上作出他们 

的决策. 

当然，需要注意的是，在建立（从金融理论的视角来看）“自然的”模型时，也会 
转 向不是 半鞅的过程.在这方面典型的是上面 (§2 c ) 考察过的有任何 Hurst 参数 
0 < M < 1的分形布朗运动其中仅仅要除去 H = 1/2的情形，它对 
应（通常的）布朗运动. 

3. 现在转向对半鞅的随机积分的概念，它用来描述自融资的资本演变再好不过. 
设 x = ( x t )^ 0 是某个在随机基底 （ a 多，(爲) p ) 上的半鞅 ，而# 是下列形 

式的 简单函 数类： 


= >o(^)/{o}(0 + ^ yi(a;)/( r . )S .j(^), (2) 

% 

它是有限个基本函数 

/ 办， u；) = j( ri ， Si ] (t) ⑶ 

的线性组合，其中1；加）是 ， ri -可测的随机 变量； 比较 §3 c . 

正如在维纳过程（布朗运动）的情形下，形为 （2) 的简单函数/的对半鞅 X 的 
随机积分 J t (/) 的 咱 然”定义（记为 ( f . X ) t7 和 / (M f ( s , u ) dX s ), 是 
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值 

W ) = - u ， ⑷ 

參 

I 

其中 a 八6 = min ( a ，6). . 

注 2. 从金融理论的视角来看，随机积分 

rt(fi) = Yi(uj)[x SiM ~x riAt \ 

有完全清澈的解释：如果 X = ( X t ) t >0 比如说是股票价格，而你在时刻 n 以价格 
X r ' 购买股票“量 Yi ( u ； y \ 那么 Yi ( u ;)[ X 3 i - X ri } 恰好就是该股票在时刻 Si 当其价格 
变为 x 8 i 时的获利（也可能是负的). 

应该强调，在这个简单函数的随机积分 /(/) = ( I t ( f )) t >0 的定义中，没有任何必 
要假定 X 是半缺，因为表达式⑷对于任何过程 X = ( X t ) t ^ 0 都有意义. 

然而，当要求把（保持其 “ 自然”性质的）积分概念从简单函数类 扩充到 更广的 
函数/ = 的类上，半鞅假定就变成决定性的假定. 

在过程 X = ( X 知 是布朗运动时，根据 §3 c ， 随机积分 It ( f ) 可对每个（可测) 
函数/ = ( f ( s , uj )) s < t 来定义，只要 f ( s ， u ;) 为 羌-可测以及 

f f 2 ( s r u))ds < oc ( P - a . s .). (5) 

VO 

这时，关键在于这样的函数可用简单函数 ( fn , n 彡 1 ) 来 逼近， 而其相应的积分 
( I t ( f n ), n ^ l ) 收敛，至少是按概率收敛.相应的极限值记为并称它为/对布 

朗运动（在区间 （( M ] 上的）随机积分. 

在把布朗运动取代为任 意的半 鞅的情形下，随机积分 l t ( f ) 的构造同样基于用 
简单函数 (/ n , n > 1) 来逼近/的想法，其中积分 It ( fn ) 有定义，而当 n — 0 O 时，逐 

渐向极限过渡. 

然而，这里的逼近问题开始变得更复杂，并且对函数导致要附加某些与 X 的半 
缺性质相 “ 协调”的限制. 

4. 为了说明这一点，我们引入对于 X = M 的情形的有关结果，其中 M = 
( M t ， 是東 2 类 的平方可积鞅 （M e # 2 )，即有性质为 

supEM ^ 2 < oo (6) 

t^O 


的鞅. 

设 〈 M 〉 = 是缺 M e JT 2 (或 M e M { l c ) 的平方特征，根据定义， 

它是可料（参见下面的定义 2) 不减过程，使得过程 M 2 -〈 M 〉 二 （ M t 2 -〈 M 〉,， 爲)^ 0 
是鞅（参见 §5 b 和比较第二章 § lb ). 
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已知（参见例如， [303; 第5章 ]): 

A ) 如果过程 〈 M 〉 关于 i ( P - a . s .) 绝对连续，那么简单函数集合#在可测函数 

/ = 的空间 L ? 中稠密，这里/满足 

4 

E [ J 2 ( t , Lj ) d ( M ) t < oo . (7) 

Jo 

换句话说，可求得简单函数序列 /n = (/ n ( t ,^))^0, 0；€0, 71^1,使得 

E [ - f n (t,uj)\ 2 d{M)t 0. (8) 

Jo 

我们察觉，对于标准布朗运动 B 二 ( B t ) t ^ 0 来说，平方特征 〈 B 〉 t 三 M > 0. 

B ) 如果过程 〈 M 〉( P - a . s .) 连续，那么简单函数 集合# 在空间 L ! 中稠密，这里 
L \ 由满足⑺以及对于每个（有限） Markov 时刻 t = r ( o ;)， 量 /( r ( o ;)， a ;) 为义-可 

测的可测函数/ = ( f ( t ^)) t >0 所组成. 

C ) 在一般的不对 〈 M 〉 附加轨线的光滑性条件的情形下，简单函数集合 f 在可 

测函数/ = 的空间巧中稠密，其中/满足条件⑺，并在下列意义 

下可料. 

先设 X 二 ( X n ,^ n ) n ^ 是某个给定在随机基底上的随机序列. Xt 应于标准定义 
(参见第二章§ lb )， 序列 X 的可料性意味着对于所有 n > 1，量为多-可测. 

在连续时间情形下，同样有（在随机基底 (^,^(^)^ o , P ) 上的）最为合适的可 
料性概念如下. 

我们考察空间 U ^ xQ 上的使得所有映射 ( t ’ uj ) 一 Y { t ^) 可测的极小 a - 代数 
少，这里（可测）函数 F 印有（对每个 u；en 的关于 f 的）左连续的 

轨线，并且对于每个 t > 0为多 r 可测. 

定义 1. M + x ^中的子集的 o ■- 代数夕称为可料集的心代数. 

定义 2. 给定在随机基底（【〗，多 ，(界 ) oo , P ) 上的随机过程 X = ( X t ( u )) t > o 称 
为可料的，是指映射（纟, cj ) 〜 X ( t : uj ) (= X t ( u ；)) 为夕- 可测. 

5. 所引入的有关函数/逼近的结果可用来类比布朗运动情形，对于每个 M e 
JT 2 , （等距）定义随机积分 



f ( s , cu ) dM s . 


⑼ 


积分 h (, f ) 对于 （ 〉0于是可借助于公式 

W ) =「 I ( s ( t ) f ( s ， u ) dM . 

Jo 


( 10 ) 


来定义. 

參 
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重要的是要强调，如果在 〈 M 〉 上不附加光滑性条件（正如在条件 A ) 和 B ) 中那 

样)，那么所引人的讨论指出，在 Af e JT 2 的情形下，随机积分 /(/) = ( It ( f )) t > o 对 

于 任何可料有界 函数可定义. 


C 


把随机积分 It ( f ) 的概念再推广的下一步在于考 察可料局部有 界函数/和戈 g 
类 的局部平方可 积秧； 这一随机积分也可记为(/ - X ) u 以强调对它导入积分的过 
程 X . (如果 JT 是某个过程类，那么我们说，过程 y = ( F t ( a ;)) e ^ o 属于爲^类， 


是指可求得 Markov 时刻序列 ( r n ) n ^ i , 使得 r t oo , 使得“停止”过程对于 n 彡1, 


Y 


(^Ar n )t^0 ^ 



比较第二章 § lc 中的定义 .；) 


如果 （ T n ) 是（对于局部有界函数/和 M e 戈匕的）局部化序列，那么根据上 


面给出的对于有界函数/和 M G 的随机积分的构造，定义积分/ • M 


((/ 



) t ) t > o . 这时，不难看出，对于不同的 n > 1,下列协 调性质 满足: 



M Tn+1 


f • M T ' 

由此得出，存在（精确到随机无区别）唯一的过程，记为/ . M = ((/ • 
对于所有 n ^ l , 满足 


(/ . M) Tn = f ， M Tn . 

这样确定的过程 /-M = (/- M ) t >0 属于戈匕类（详情参见[ 2 50;第 I 章， §4 d ])， 
并称它为/对 M 的随机积分， 或者随 机过程积分. 


6. 在构造局部有界可料函数 



对半缺 X = { X u ^ t ) t ^ o 的随机积分 


/ • X 的结局性的一步基于有关半鞅结构的下列注记. 


根据定义，半鞅是表示为形式⑴的过程，其中 A = ( A ,,^)^ o 是有界变差过 
程，即义 \ dA s { oj )\ < oo J 〉0, cue Q 以及 M = ( M u ^ t ) 是局部鞅. 

一个一般缺论的重要结果在于， 每个局部鞅有 （一般来说，不是唯一的） 分解 


M t - Mo + M [ + t ^ 0, (11) 

其中 = ( M ；, 克)切和 M " = ( Ml \ 多 )_ 是局部鞅， = 0,并且 M " 有 
有界变差（记为 M " G ^)，而， € C c . (参见 [250] 中的第 I 章的命题 4.17.) 

这样，每个半鞅 X = ( X t ^ t ) t ^ o 可表示为下列 形式： 


+ ( 12 ) 

其中 W =力+ M " 以及 M 7 € 

对于局部有界函数/ (对于每个 cj eft ) 定义 Lebesgue - S t ieltj es 积分 

(/ - A f ) t = [ f(s^)dA f s , (13) 

而如果函数 / 同时还是可料的，那么定义随机积分 （/ . MOt ； 自然,还可令 

(/.X)t = (/.A + (/-M% (14) 
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来定义积分 （/ • X ) t . 

为使这样的随机积分定义准确，当然要指出，它的值（精确到随机无区别）不依 
赖于表示式 （12) 的特 殊性； 即，如果同时 还有不 = X 0 + + M t , 使得 A e 
Me H 那么 

/• A ^/- M , = /- X +/. M . (15) 

对于基本函数 / 来说,这个性质显然，而再由线性性，它也对简单函数 （/ e #) 

保持成立.如果函数/为可料且有界，那么它们可用简单函数焱来逼近，使得 f n 
逐点收敛于 /. 利用这一事实和局部化程序，我们得到所要求的性质 (15). 


注 3. 关于上述断言的证明细节以至对半鞅（包括取向量值的半鞅）的随机积分 
的各种其他构造，参见例如， [248] , [250], [303] 以及后面第七章的 § la . 


7. 余下的是要指出 局部有 界函数/对半鞅的随机积分的某些性质（参见 [250; 
第 I 章]中的性质（4.33)-(4.37)): 

( a ) / • X 是 半鞅； 

( b ) 映射 f 〜 f . X 是线性 映射； 

( c ) 如果 X 是局部鞅 （X G ^ loc ) ,那么/ • X 也将是局 部鞅； 

( d ) 如果 X , 那么随机积分将重合于 Stieltjes 积分； 

(e) (/. 尤 ) 0 = 0 以及 /./ = /• (X — X 0 ); 

( f ) △(/•/) = / AX , 其中 AX * = X t — X t _ 1； 

( g ) 如果 g 是可料局部有界函数，那么心 （/ . X )= ㈣ ） • I 

我们还要特别区分出下列关于随机积分号下的极限过渡可能性的 ( Lebesgue 控 
制收敛定理型）结果： 

( h ) 如果夕 n = 9 n (^^) 是可料过程列，它逐点收敛于夕= g 、 t ， u )) 7 并且 \ g n ( t , u )\ ^ 

G ( t , cu )， 其中 G 二 ( G ( t 7 cj )) t ^ o 是某个局部有界可料过程，那么按测度收敛 g n *x — 
g 、 X 航 (在任何有限区间上是一致的)： 


sup \ g n • X — g - X \ 0. (16) 

S^t 

8. 联系上述可料函数 / 对半鞅 X 的随机积分/ • 叉的构造，自然产生是否可 
能借助于更简单的诸如 “ Riemarm 积分”观念那样的程序的问题. 

在这方面，左连续函数/ = 的情形使人感兴趣. 

为了陈述相应的结果，我们引入下列定义 （[250; 第 I 章, §4 d .]). 

对于每个 n >1设 

T (7l) = { r ( n ) ( m),m ^ 1} 

是 Markov 时刻 r ( n ) ( m ) 的族，并在集合 { r ( n ) ( m ) < oo } 上满足 r ( n ) ( m ) < r (n) (m + 
1 ). 


www .5513 lcom 最好的股票论坛理想在线证券网欢迎您! 

























\^.55188.00 好的股幕 型里想在线证券网欢迎您 27 3 

我们将说 ， 序列 T ^ n \ n > 1是 Hiemann 序列，是指对于每个 t e M + 和 a ; G Q , 

s\ip[T( n ) (m + 1) A t — 丁 ( n ) (m) A t] —> 0. (17) 

rn 

我们把随机积分 （/ . 联系它的 T^-Riemann 逼近： 

T^\f^X) t = E/(t ㈤ (m) ， a;)[X T ( Tl>(m + 1)At - X r(n)(m)At ]. (18) 

m 

果然，在过程 / = (/( 纟，^)， 只 )^ o 有左 连续轨 线时，所引入的 r ( n )- Riemann 逼近 
： T (n )(/ . X )在每个有限区间[0 ，《] (i > 0) 上按测度一致收敛于 /. X : 

sup |了(-)(/ . - (/ . X ) u \ 4 0. (19) 

证明非常简单.令 

f M ( t y cj ) = ⑻ ( m )， o ;)/{( ta ;) : r ⑼㈣ < K r ⑻ (m 十 1)}. (20) 

m 

函数严 〕 =/(-)(^, u ;) 可料，且逐点收敛于/，因为/左连续. 

设欠 t = sup |/ s |. 显然，过程 K = ( 私，界）左连续，局部有界，且 |/ (n) K 

s(t 

于是，根据性质01)， 

sup |(/(-).4-(/. X ) u | 二0， 

u^t 

以及所要求的断言 （19) 由察觉 r ⑻ (/ • 叉）= . x 而得到. 

§5 b . Doob-Meyer 分解.补偿量.二次变差 

1,在离散时间情形下，有 E \ H n \ < oo (n > 0) 的（任意!）随机序列 H = ( H n ^ n ) 
的“鞅”分析的重要手段是分解 

H n = Ho + A n - f - M n , (1) 

其中乂 = ( A ni ^ n ^) 是可料序列，而 M = ( M n ^ n ) 是鞅（参见第二章 §lb 中的公 
式 (1)-(5))- 

在连续时间情形下（对于下鞅）恰好起着相应作用的是分解，它与 
随机积分概念一起成为对于半鞅的随机分析的基础. 

设7/ = 是下缺，即它是有界-可测和可积的执 （O 0) 的随机过 

程，并且它有 cadlag (右连左极）轨线，以及满 足下鞅性质： 

E ( H t | ^ s ) ^ H s ( P - a . s .), s (2) 
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第三章随机模型.连续时间 


我们将说，任意的随机过程 y = ( Ho 属于类 （ D ) 是指 

sup E {\ Y t \ I (\ Y t \ ^ c )} 0, c —> oo , (3) 

T 

其中 sup 对所有有限 Markov 时刻来取.换句话说，随机变量族 

{ Y t : r 是有限 Markov 时刻 } 

是一致可积的. 

定理1 ( Doob - Meyer 分解) • 每个 （ D ) 类的下鞅 H 有 (且仅有）分解 

H t 二 Bo + A t + M t ， ⑷ 

其中 A = ( A t ,^ t ) 是有 < oo , t > 0, A 0 = 0 的可料递增过程，而 M = 

是一致可积鞅. 

由关系式 （4) 可见 3 每个 （ D ) 类下鞅是 半鞅， 并且有这样的 性质： 过程 A 属于 
类少 (参见 §5 a 中的第6点)，并且可料. 

这一状况是在半鞅 X = ( X t ^ t ) t ^ o 的类中区分出一个特殊半鞅子类的基础，对 
于这一子类，存在有可料过程4 = ( A u ^ t ) 的表示式 （4). 

在离散时间情形下， Doob 分解具有唯一性（参见第二章 § lb ). 完全一样，如果 
对于特殊半鞅有两个带可料有界变差过程的表示式（4)，那么这两个表示式重合. 

有益的是还要察觉到，其实，每个特殊半鞅是两个局部下鞅（或者与此相等价， 

局部上鞅）之差. 

注 1. Doob-Meyer 分解是“鞅论”中很难的结果.这里不引入它的证明（参见例 
如， [103], [248] , [303])，而只停留在阐述它怎样可能从对于离散时间的 Doob 分解出 
发而得到. 

设 X = ( X t ^ t ) t > o 是下鞅，义⑷= ( X f ( A ) ,^ ( A ) )^ 0 是它的离散 △- 逼近，且 

W ) 二 ^[ t / A]Ay 牙)= ^ [ t / A ] A - 

根据对于离散时间的 Doob 分解， 

X t C) = X 0 W) + M t C), 


其中 


4 


(△) 


4二 



I / '[</A]A 

^ J E (X[ s / A ]A+A - X [s/A]A | ^/A]a) ds. 



因此，自然期待在 Doob - Meyer 分解中出现的不减可料过程 A = 能 


以下列方式 求得: 


A t 


lim 7 

A 丄 0 △ 



e(x s+a 


x s I ^ S )ds 


如果这样的过程确定，那么余下要做的全在于证明，补偿过程 X -火 = ( X t - 爲 )^ 0 

是一^致可积軟. 

由上所说也就变得很清楚，为什么在 Doob - Meyer 分解中：过程乂 = ( A t , J ^ t )^ 0 
称为下鞅 X 的补偿量. 


2•由 Doob - Meyer 分解可导出若干有益的推论（参见 [250; 第 I 章， §3 b ]), 其中 
我们注意到如下一些： 


推论 1. 每个有 X 0 -0 的有界变差可料局部鞅 X 二（不，界) go 随机无区别于 
零. 


推论 2. 设 A = {A u ^ t ) t>0 属于类，即它是局部可积过程.那么存在（精 
确到随机无区别）唯一的称为乂的补偿量的可料过程 A = (A t ^ t )t^Q, 使得 A - A 
是局部鞅.如果同时还有过程4不减，那么补偿量1也将不减. 


3. 我们转向半鞅的二次变差和二次协变差的概念，它们在随机分析中起着重要 
作用.（这些半鞅的特征例如将明显出现在下面 （§ Sc ) 导出的 It6 公式中 .） 

在离散时间情形下，鞅的二次协变差已经在第二章的 § lb 中引入 - 
在连续时间情形下，这个定义可如下推广. 

定义 1. 对于两个半鞅叉和 F , 如下定义的过程[ X, y ] = {[ X , Y \ u ^ t ) t ^ 称为 

它们的二次协 变差： 

[ X , F ] t - X t Y t - X s — dY s — fvs . dXs - XuY ^ (5) 

Jo Jq 

(我们察觉，在 （5) 中出现的随机积分有定义，因为左连续过程（不_)和 ( Y t _) 是局 
部有界的 .） 

定义 2 . 对于半軟 X ,如下定义的过程[ X , X ] - {[ X , X ] t ^ t ) t>0 称为它的二次 

变差： ^ 

[ X ，= X, 2 — 2 / X s - dX s -Xl ⑹ 

Jo 

对于 [ X , X ] 也使用记号[ X ];比较第二章 § lb 中的 （ 10 ). 

我们察觉，由定义 （5) 和⑹立即导出“极化”关系式： 

[ X , Y ] = ^([X + Y,X + Y]-{X ~ Y,X - Y )). (7) 

下列讨论回答了为什么和 [ X , X ] 称为二次协变差和二次变差. 
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设 T ^\ n > 1 5 是 Riemann 序列（参见 §5 a 中的第8点)，并且 


sl n) (X, Y) 




C ri )(m+l)At 


义 T( n ) (m)Af)(^r( Tl ) (m+1) At 




⑻ 


于是对于每个 t > 0， 

sup \ Si n \ X , Y )-[ X , F ] w |4 o , n — oo , (9) 

U(t 

特别是， 

sup \ Si n) ( X , X )-[ X , X ] u \^0 7 n — oo . (10) 

U^t 

为证明 （10) 只需注意到（参见⑹） 

Si n Hx , X ) = Xl - Xl - 2 T ^\ X - - X) u (11) 

以及根据性质 §5 a 中的性质（19)， 

了 ㈤ ( X _ . X ) u ^ ( X _ ' X ) u ^ / X s - dX s , 

Jq 

断言⑼由 （10) 和“极化”关系式⑺来得到. 

4•由 （10) 可见，过程 [ X , X ] 不减. 由于这是 cadlag (右连左极）过程，故 
[ X , X ] g r +,而这就是说，（由 （7)) 过程 [ X , Y ] e ^, 即它有有界变差 • 

后一事实与公式 （5) —起可证明下列 结果： 任意两个半鞅的乘积也是半鞅. 

公式 （5) 可改写为下列形式 

X t Y t = X 0 Y 0 + 厂 X s — dY s +「 Y s ^ dX s + [ X , Y] u (12) 

Jq Jo 

其中过程[ X ， Y ] 由⑺来定义，它可看作采用直观形式的对于半鞅的分部积分 公式; 
如果写成微分形式，那么它 变为： 

d { XY ) = X-dY + VldX + d [ X , Y ], (13) 

显然，这个公式可看作下列对于序列叉= ( D 和 F = ( K ) 的经典关系式的半 
鞅推广： 

A ( X n Y n ) = X n _ iAy n + y „_ iAX n + AX re Ay „. (14) 

在关于叉和 Y 的不同假定下可求得许多二次协变差和二次变差的性质，例如, 

见书 [250; 第 I 章， §4 e ], 

我们只注意其中的有关 Y ^ r 的某些 性质： 
a ) 如果半鞅 X 或 Y 之一连续，那么[ X , 二0; 


5. 半鞅模型 
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b ) 如果 x 是半鞅，: r 是有界变差可料过程，那么 

[ x , f ] - Ay • x 以及 xf = y • x + • y ； 

c ) 如果 r 是可料过程, x 是局部鞅，那么 [ x , y ] 是局部鞅； 

d ) A [ X , Y ] - AXAK 

5. 除了所引入的经常被形象地称为“方括号”的过程 [ x ， y ] 和 [ x , x ] 以外，在 

随机分析中起重要作用的还有下面引人的称为“角括号”的过程 〈 X ， Y > 和 ( X , X ). 

设 M = ( M ,, 界) 切是， 2 类的平方可积鞅.于是，由 Doob 不等式（参见例 
如， [303]； 对于布朗运动情形参见 §3 b 中的 （36)), 

EsupM t 2 ^ 4 sup EM t 2 < oo. (15) 

t t 

由此导出，（根据 Jensen 不等式）过程 M 2 是下鞅，且属于 （ D ) 类.于是由 Doob-Meyer 

分解得到，存在不减的可料可积过程，记为 ( M , M ) 或者 ( M ), 使得差 M 2 - ( M y M ) 
是一致可积鞅. 

在 M e 的情形下 7 对应的局部化使得我们可断定，也存在不减可料过程， 

再记为 ( M , M ) 或者 ( M ), 使得 M 2 -〈 M 〉 是局部平方可积鞭. 

如果有两个 M { l c 类的鞅 M 和 7 V , 那么它们相互间的“角括号” { M , N ) 用下列 
公式来 定义： 


< M , N ) = i((M + N , M ^ N )~{ M - N , M ~ N )). (16) 

直接可见， ( M , N ) 是有界变差的可料过程，并且 MN - ( M , N ) 是局部鞭. 
由公式 （5) 得到， MN - [ M , N ] 也是局部鞅.因此，如果鞅 M 和 7 V 属于 M { l c 
类，那么 [ M , N ] - ( M , N ) 是局部較. 

对应于第 2 点中的推论 2 ,可料过程 ( M ,7 V ) 称为过程 [ M , N ] 的补偿量.这时, 
经常运用下列 记号： 

{ M ， N ) = [ A ^ lv ]. (17) 

注 2 . 在离散时间情形下，对于平方可积缺 M = ( M n ， D 和 TV 二 ( U )， 对 
应的序列 [ M ,7 V ] 和 ( M , N ) 由下列公式来定义 

n 

^]n — 〉： AAffcAiVfc ( 18 ) 

fc 二 1 

以及 

n 

〈 M , N) n = J 2 ^( AM k AN k I A — i ), (19) 


其中 AM k = M k - M fc „ x , AN k = N k ~ N k _,. (比较第二章 § lb .) 
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公式 （19) 暗示，在连续时间情形下， 一 种虽是形式、却很直观的二次协变差的 
记法是 t 

{ M , N) t - [ E { dM s dN s \^ s ). (20) 

Jo 

(比较第1点最后的注1中的对于 A 的公式 .） 

6 . 余下的是要对于半鞅定义“角括号”以及它与“方括号”的联系问题. 

设 X = ( X t ^ t ) t ^ o 是有分解为 X ^ Xo + M-h A 的半鞅，其中 M 是局部鞅 

(M 6 ^ ioc ) 以及 A 是有界变差过程 （A € y ). 

除了上面已经用过的局部鞅 M 的表示式 M ^ M 0 + + M tl 以外，其中 

M /; e rn 肩。 c , M ' e ^ c n 扁 。 c (参见 §5 a 中的 （11))， 每个局部鞅 M 可（唯一) 

表示为下列 形式： 

M - M 0 + M c + M d , (21) 

其中 M c = 是连续局部鞅，二 { Mf ^ t ) t >0 是纯间断局部鞅.（局部 

鞅 x 称为纯间断的，是指 Xo 二0 ,并且它正交于所有连续鞅 y ， 即 xy 是局 部鞅; 
详情参见 [250; 第 I 章, §4 b ].) 

因此，每个半鞅 X 可表示为下列 形式： 

X = + M c 十十儿 

尤其引人注目的是，对于半鞅 X 来说的连续鞅成分唯一确定（这是 Doob - 
Meyer 分解的 推论; 详情参见 [250; 第 I 章， 4.18 和 4.27]), 这就说明为什么一般都把 
它记为 

可以证明 （[250; 第 I 章， 4.52]), 如果 X 是半缺，那么 

[ X ， X ] £ = ( X c ? X c ) t + ^( AX s ) 2 , (22) 

S^t 

并且如果 X 和 F 是半鞅，那么（其中 { X , Y) t = { X c , Y c ) t ) 

[x,y] £ = (x,r) £ + ^ ； Ax s Ay s . (23) 

3 ^t 

注 3. 对局部鞅 M 来说，对于每个 i > 0, 

1 

^2( AM 3 ) 2 < 00 ( P - a . s .) (24) 

S^t 

并且过程 

[M,M] €Moc- (25) 


(参见例如， [250; 第 I 章， §4 b ].) 


由于对于有界变差过程汔 E ,^( A ^ S ) 2 < OO ( P - a . s .), t > 0,故对于每个半軟 

X - X 0 + M + 4, 

J 2(^ A,) 2 <oo ( P - a . s .), t > 0. (26) 

S^.t 

因此，考虑到 （24)， 

E ( A ^) 2 < - ( P - a . s .), t > 0. 

S(t 

从而， （22) 和 （23) 的右端有定义，且有限 ( P - a . s .)- 

§5 c . 半鞅的 It 6 公式.某些推广 

1. 定理 （ It 6 公式). 设过程 


是 d - 维半鞅 ， F 


F ( x 1 , - - - . Xd ) 是 f 上的 C 2 类函数 


那么过程 F ( X ) 也是半鞅，且 


F ( X t ) = F ( X 0 )+^( AF ( X __)) - X 1 + - ^ ( D tJ F ( X .)) - 


i^d 


i ， j$d 


+ E 尸⑹ 


F ( X S - 


Y,DiF(X s ^)AXt , 


⑴ 


S^t 


i^d 


.^ OF ^ ^ d 2 F 
其中 DiF = -—, D tj F =- -―-— • 

OXi OXiOXj 

证明可在许多随机分析的专著中找到（参见例如， [103], [248], [250]). 


2 . 我们讨论两个能显示 It 6 公式在各种随机分析问题中的效率的例子 


例 1 方程和随机指 数).设 X = ( X t ^ t ) t > Q 是给定的半鞅.考察在 

cadlag 过程（右连左极过程）类中求下列 Dolean 方程的解 Y 二 ( Y t ^ t ) t>0 : 

Y t = l +「 Y s — dX s , (2) 

Jo 

该方程也可写成微分 形式： 

dY = Y - dX , Y 0 = 1. (3) 


对下列过程 

X} =X t ~X 0 -^(X c ,X c ) u 

xi = n ( 丄 + △ 先 ) d ⑷ 

0<s^.t 
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以及函数 F ( x u x 2 )= e ^- x 2 应用 It 6 公式，可验证,过程 

0 0, 

即过程 

^{X) = {S{X) u ^ t ) t ^ ( 5 ) 

有 

^{ X)t = e x t ~^ o - i ( x c , x c ) t (1 + AX s ) e ~ AX % ⑹ 

0< s^t 

是 

1 ) 半鞅； 

2) 满足 Dolean 随机方程 （2); 

尤其是，在有 cadlag 轨线的过程类中，称为 ( Dolean ) 随机指数 的过程 《( X )是方程 

(2) 的（精确到随机无区别的）唯一解.（对于复值半缺情形下的证明和推广参见 [250; 

第 I 章， §4 f ].) 

例 2 {Levy 定理； §3 b ). 设 X = { X u ^ t ) t >0 是有 ( X) t ^ t 的连续局部鞅.那么 
X 是布朗运动. 

为了证明这点，我们考察函数 F ( x ) - 并运用 It 6 公式（对实部和虚部分别 

应用).于是我们求得 

e iAXt = 1 + a e iXX 3 dx s -苳广 e iXX ^ ds , ⑺ 

Jo 2 J 0 

积分 / 0 * e iXXs dX s 是局部缺.令〜二 inf {^: | X £ | ^ n }, 并设 E (.;^4) 为对集合 A 
的平均.于是如果 A e 多 0 , 那么由⑺可得， 

\2 / pt/\T n \ 

E ( e iXXtArn ] A ) = 1 - — E (j e iXXs ds\Aj . (8) 

由此当 n — oo 时，对于 / A ⑴二 E ( e ^;^ l ), ^0,我们得到关系式 

入 2 rt 

/ A ⑴ - 1 - y y o f A (s)ds, t^o 7 ⑼ 

并且很明显 ，^ 1以及 ,/ U ⑼二 P ( A ). 

满足所述条件的方程 （9) 的唯一解是 

f ( A ) - e ~ 2 ^ t P { A ). 


这样， 


E(e iXXt | ^o) 


( 10 ) 




类似地可指出，对于任何 St 


5. 半鞅模型 
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E ^ e iA(X t -X s ) | 見） = e - 萼 (*-s). (11) 

因此,过程 X = ( X u ^ t ) t>0 有独立高斯增量， E ( X t - X s )^0, E ( X t ~ X s ) 2 = t - s . 
联系轨线的连续性假定，由此得到 ，X (由 定义; 参见 § lb ) 是布朗运动. 

3. It 6公式是随机分析的重要工具，它在各个方向上都有 推广： 非半鞅 （参见例 

如 [299]), 非光滑函数… , X d ) 等等情形. 

这里我们依照 [166], 对于 d = 1, X 是标准布朗运动 S = ( B t ) t>0 的情形引入这 
一方向上的一^个结果， 

设函数 F = F { x ) 绝对 连续： 


F { x )= F (0) + T f ( y ) dy ; 

Jo 

这里我们将假定（可测）函数/ = /⑼属于类砬， 1 )，即 

/ f 2 ( x)dx < oo 

J\x\^K 


( 12 ) 


(13) 


对于每个 K >0 成立. 

我们察觉，无论是过程 f ( B ) = 还是过程 F = ( F ( B t )) t^Oy 一 般来说 

都不是 半鞅，因而形为 （1) 的 It 6 公式不能应用. 

然而，在 [166] 中指出，下列公式 成立： 

F { B t ) ^ F (0) + j: f 、 B s 、dB “ ~[ f ( B ), B ] t , (14) 

其中 [ f ( B ), B ] 是过程 /( B ) 和石的 二次协变差， 其定义 如下： 

[/( 石 ) ， B]t = P- lim 〉: (/(^t(^)( m +i)At) — 

~^ OO 

m 

X (^(^>(771+1) At 召 t ⑷ (m)At ) ， （ 15) 

这里 T ( rO = ^ i }, n > 1,是满足 §5 a 的第8点中所引人的性质的（确定 

性）时刻 i ( n ) ( m ) 的 Riemann 序列. 

重要的是要强调，由于过程 f { B ) 一般来说不是半鞅，故在 （15) 中的（按概率 P ) 
极限存在是一个非平凡的事实.著作 [166] 的结果之一就在于证明了这个极限的存 
在. 


推论 1. 设函数 F ( x ) E C 2 . 那么 

[ f ( B ), B ] t = 「 f ( B s ) ds ， 

Jo 
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并且公式 (14) 变为 It 6 公式. 

推论 2. 设函数 F ( x ) = | x |. 那么 [ f { B ), B] t - 2 L t (0)， 其中 


帥卜 1 忠去/寧心恤 


(16) 


它是在区间 [0, t ] 上布朗运动在零点处度过的局部时间.因此，由 (14) 得到 TbnaA ^ 


公式： t 

\ B t \ - f SgnB s dB s + L t (0) 

Jq 


(17) 


(比较第二章 § lb 中的例子和 §3 e ). 

我们察觉,过程问= (\ B t \^ t ) t>0 是下鞅，随机积分是鞅，以及 L (0) = ( L t (0)^ t ) 

是连续的 （而 这就是说它也是可料的）不减过程. 

因此，公式 （17) 可看作下鞅|邳的 Doob - Meyer 分解的显式. © 

另一方面，再设 d = l , X 是有 Hurst 参数 ] H G (|,1]的分形布朗运动= 

( Bfb 。； 参见 § 2 c . 与前面一样，令 T * (n) = { i ( n ) ( m )， m 彡1}， n 彡1，是（确定）时间 

i ( n )( m ) 的 Riemann 序列. 

由于 E | AB t M 卩二 | A/| 2H (参见 §2 c 中的⑹)，故 


lim E 





打） (m-hl)Ai 


巧 ⑻㈣ 


2 


0, 


因而，对于 HI e (|，1]，我们有 


P- lim 




t( n ) (m+1) At 


略 )㈣ 


2 


0 


(18) 


对于按概率收敛的极限成立. 


注.如果 H - 那么相应的极限等于而对于 EE e (0, ^),它是 + oo . 通常称 

有性质 （18) 的过程为零能 ( zero - energy ) 过程（参见第四章 §3 a 的第6点；也可参见 

例如， [166]). 

设 F 二尸 ㈤ 是 <7 2 -函数， f ( x ) = F f { x ). 

对于布朗运动 S = ( J 5 t )^ 0 , 我们有 

dF ( B t ) ^ F \ B t ) dB t + \ F ft { B t ){ dB t )\ (19) 

(约定 { dB t f 二 dt ， 详情参见 §3 d ，） 它给出写成微分形式的下列加 公式： 

dF ( B t ) - F f { B t ) dB t + ^ F n { B t ) dt . (20) 


© 由此到本章末的内容只在英文版中有. 


译者注 


性质 （18) 对于参数满足！ < H < 1的分形布朗运动 二 （取％>。也保持，其 
中作出下列约定看来是完全自 然的： 

(dBf ) 2 = 0. (21) 

(比较 §3 d 中的 （12)-(14).) 

如果我们在展开式 （19) 中用取代/?，那么考虑到 (21), 我们（在这一步仅 
仅是形式上）达到表示式（重申/ = 

dF(Bf) = f{Bf)dBf, (22) 

根据随机分析的标准约定，它必须解释为积分 形式： 对于任何 s 我们有 

HBf) - F(Bf) ^ f f(B 巧) dB 巧 (P-a.s.). (23) 

J S 

我们现在将证明这个公式，为简单起见，我们只限于讨论 Fee 2 的情形，并顺 
便说明怎样来解释 （23) 中的“随机积分”. 

由带积分形式余项的 Taylor 公式， 

F{x) = 巧以）十 f(y)(x -y)+ f f(u)(x - u)du. 

Jy 

因此，正如在 [166] 和 [299] 中所处理的那样，对于每个 了 ㈤ - 划分， n ^ l , 我们得到 


F { Bf ) 




f 诚) 


F 


K 


t ( n ) ( m + l ) 


F 




t( n )( 






tAt( Tl >(m+l) 


)( - 


M 




oM 


( n ) (m) 



㈣ n) ， 


(24) 


其中 


R [ n) 



(m+ 1) , 




m 


tAt( n ) (m+1) 



du 


tAt( n >(m) 


很清楚 ， P 


SUP < 
O ^ u^t 



1，再考虑到 （18)， 有 


Rl 


(n) 


<2 SU P l，«)l . 卜工 t ㈤ (m+l) 

z o ^ u^t m 




0 


(25) 


(24) 的左端独立于 n , 并且 R \ 


Ao ? 因而，（按测度收敛意义下）存在 




M 

t At ⑻ （ 


)( 邱 






At 卜 ）（ m ) J ， 


(26) 


m 
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我们把它记为 t 

(27) 

•/o 

并称它为关于分形布朗运动= (^)^o ( H € (|,1], /6 C 1 ) 的随机积分. 

与此同时，这些论证也证明了所要求的公式 (23), 它可看作对于分形布朗运动 
的公式的类似. 


例 3. 如果 F ( x )= x 2 , 那么 （23) 指出，对于参数满足 - < IHK 1的分形布朗运 
动 B ' 我们有 

d { Bf ) 2 = 2 BfdBf . (28) 

我们记得，对于布朗运动 B 二 B 寧， 

d ( B t ) 2 = 2 B t dB t -h dL (29) 

例 4. 如果 F { x )^ e x , 那么 

d ( e B ") = e B "dBf + \ e B ^ dt . (30) 


对于布朗运动 B 我们有 

d( e 执)二 e Bt dB t + ^e Bt dt. (31) 

我们的讨论还可推广到几个分形布朗运动的愔形.例如，假定 

,X d ) = (B n \B u \ ，妒 0 ， 

其中 H 0 = | (因而，。是标准布朗运动)，而 - < Mi < IH 2 〈… < 彡 1. 如果 

•■- , x d ) € C 1 ， 2 , …， 2 , 那么（比较 §3d 中的 (11)) 


dF 


dF 

~di 


dt ~h 


dF 

dxQ 


dXo + - 


10 2 F 


2 dx ^ 


{ dX 0 ) 


d 





(32) 


例 5. 我们考虑过程 


S t 



(/i- 亨） t+(7 0 B t -\-<r\B 


(33) 


其中 B = B 1 / 2 是标准布朗运动，而是分形布朗运动，且* < M 彡 1. 于是 


S 


( S t ) t >0 可看作下列随机微分方程 的解: 


dS t 


St(fidt + cr Q dB t + aidBf ), 


(34) 


其中 & = 1. (比较 §4b 中的 （ 2) 和 ⑷.) 
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第四章金融数据的统计分析 


1. 经验数据.描述它们的概率统计模型.“标记”的统计 

§ la . 金融数据的搜集和分析中的结构变化 

1. 回顾时间金融数据经验分析的变迁，可以发现下述状况. 

1970年代以前,在基本运作中的数据，都是固定在大时间区间上的数据：年，季， 
月，周.这里（对于金融指数的对数增量）出现的典型概率统计模型,是随机游走（参 
见第一章 §2 a ), 自回归，移动平均以及它们的组合等等类型的模型，甚至至今仍然如 
此.强调这样一点是重要的：所有被考察的模型照例都是线性模型. 

到了 1980 年代，为进行曰数据分析,出现了非线性模型，其中最著名的是 4丑67丑， 
丑 <7 丑模型以及它们的众多改进. 

1990年代起，有可能进行一日内的数据分析，与此相联系的首先是电子计算机 
的进步以及信息技术（与数据记录和处理的“纸张”技术相比）的飞速发展，大大提 
高了统计信息的搜集、记录、存储和分析的效率，可以说，它们是以几 乎连续的方式 
来进行的. 

2. 除了已经成为常规的甚至通过日报出版和在电视屏幕上观察（例如，关于汇 
率、各种指数值、“开盘”和“收盘”价等等的信息）以外，许多信息代理机构（这里只 

提几个:路透 ( Reuters ), 德励 ( Telerate ), 奈特瑞德 (Knight Ridder ), 彭博 ( Bloomberg ) 

等等）持续为客户发送包含各种各样内容的数以百万字节计的信息，例如，有关即时 

的外汇买卖价 （bid and ask prices ), 以及出现这些价格的银行名称和所在地的信息. 

例如，路透社发布的外汇（与美元 ( USD ) 的比价）信息，从7点 2 7分以后，立即 

从显示屏上可看到（参见 [204]) : 


0727 

DEM 

RABO 

RABOBANK 

UTR 

1.6290/00 

DEM 

1.6365 

1.6270 

0727 

FRF 

BUEX 

UECIC 

PAR 

5.5620/30 

FRF 

5.5835 

5.5588 

0726 

NLG 

RABO 

RABOBANK 

UTR 

1.8233/38 

NLG 

1,8309 

1.8220 


这里： 0727和0726是银行自己发布的格林威治时间 ( GMT , Greenwich Mean 
Time ) ; DEM , FRF , NLG 是外汇的缩写（徳国马克，法国法郎，荷兰 盾)； RABO 和 
BUEX 是分别是在乌得勒支 ( Utrechet , UTR ) 的荷兰合作银行 ( RABOBANK ) 和在 
巴黎 （ PAR ) 的 UECIC 银行的 缩写； 1.6290 是买人价 （bid price ); 买入价后面的 “00” 
意味着卖出价 (ask price ) 是 1.6300; 1.6365 和 1.6270 是过去一天直到7点27分的 
最高价和最低价.第三行中的 “0726” 是指 RABOBANK 在7点26分关于荷兰盾 
发布（或表示意向）自己的报价为（ I . 8233 / 38 )，至少在一分钟中没有一个银行（包括 
RABOBANK ) 发布新的报价. 

如果取时刻二7点27分为时间起点，那么用 德国马克购买一美元 的价格 （ask 
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price ) S a = ( DEM / USD )' 


St 


DEM 

USD 


a 




t 


将如同图 28 中所画出的那样（比较18页的图 6). 



a 


1.6310 + 


1,6300 - 


1 . 6290 - 
1.6280 ■- 


1-6270 + 












图28汇率邛 


/DEM 
V USD 


a 


(t > to ) 的性态 


t 


换句话说,（在区间 [ to ^ n ) 上的）某个时间，价格发“停留”在同一个水平上，即 
它 不变； 然后在时刻 n 发生变换，或者如常说的那样，产 生标记 ( tick ), 它是某个银 

行在时刻 n 发布的新报价如此等等. 

这里立即产生两个问题： 

( I )标记之间的区间 ( r fc+1 - r ^) 的长度的统计量是怎 样的； 

( II )价格值变化（绝对量变化或相对量变化 s ^ k + l / s ^ k ) 的统计量是怎样 

的. 

由所获得的数据来提取这些信息是汇率和其他金融指数演 变统计分析的首要问 
题，这些金融指数随时间的动态变化在许多情形，正是带有如上图所示那样的特征. 

当然，很明显，这样的统计分析有其构造卖出价过程（埒)，买入价过程（对）等 
等的概 率统计模型的 目的，以及重要的是，最终来理解金融指数的演变和价格形成 

的机制，以及建立对未来价格运动的预测. 

不能不注意到，统计信息的搜集、记录、储存、处理，以至制作成便于高速提取 
的形式，是非常费事的，没有高技术是不可能达到的.但是，同样明显的是，享有统计 
处理的结果并有可能运作运用它们,这对于在证券市场中的 运营: 构建各种项目、证 
券等等 的有效组合，合理投资， 有着不可估量的好处. 

3. 当前的几乎不间断地搜集和获取统计信息的技术可能，揭示了金融指数性态 
的极为混乱不堪地随时间展开的高频特征. 

这种高频特征在离散化时（无论是按时间，还是按相变量）消失.这样，在金融数 
学中出现“高频”争论,正是由这种几乎不间断获得统计信息的新可能所引起的，并 
且也正是这种搜集待处理的信息的现代技术与 随时间变化的高频特征一起， 允许揭 
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示金融指数动态变化中的一系列专有的特点，其中我们注意到例如有（这里我们不 

追究其细节 1 士 

金融指数值形成的非 线性特征以 及表现为许多指数、价格等等“ 记住” 
过去的后效， 


4. 为了表达高 频性， 也就是，如同在上图中所描述的演变的外 汇汇率 中出现 
标记 次数的 强度， 同时也为了表达统计数据的 海量， 我们引用在本页脚注中提到的 

“Olsen & Associates” 研究所的数据;参见 [91] 和 [204] ,也参见 [901. 

在 1987.1.1 — 1993.12.31 期间，（根据路透社的数据） DEM / USD 汇率变化（标记, 

ticks ) 了 

8 238 532 

次.其中1466 946次标记发生在 1992.10.1 到 1993,9.30 的一年左右.同样在这一时 
期，对于汇率 JPY / USD 记录了 570814次标记.（也参见 § lb 中的表 .） 

关于这些数据的高频特征可如下 判断： 在典型的交易日时间中,汇率 DEM/USD 
平均发生 4.5 千次标记，而 JPY / USD 的标记发生2千来次.在1994年7月的某天， 
DEM / USD 的标记量为9千次左右，每分钟发生 15-20 次标记.（平常一天的每分钟 
平均发生 3- 4次标记 .） 

一般来说，值得注意的是，在各种货币中，变化最激烈、频率最髙的是汇率 
DEM / USD . 有益的是还要考虑到，各个代理机构所提出的报价（即买卖价） 不是具 
体交易时 真实的交易价 (transaction prices ). 那种数据，以至交易量的数据，就我们 

所知，很难获得. 

5. 其实，许多其他金融指数也有所介绍的有关外汇汇率的类似特征.在 [127; 第 
284页1中的叙述可作为一个例子，其中引进的是1992年3月2日在法兰克福股票交 

易所 （Frankfurt Stock Exchange ) 中从开盘时刻到10点 3 0分的“西门子 （ Siemens )” 

公司的股票价格的 “一 日内”的性态图像.性态特征与上面介绍的图像一样，即价格 
在某个时刻“停留”在一个水平， 然后， (在一个随机时刻）改变自己的值. 

6. 大量涉及股票价格“标记”信息的统计资料可在 [217] 中得到. 

有关各种证券（包括股票、债券）指标各种各样的信息例如可在以下机构 获得： 

ISSM - Institute for the Study of Securities Markets (证券市场研究所)， 
NYSE - New York Stock Exchange (纽约股票交易所). 

D 详情参见 [393] •“第一 1 届高频金融数据国际会议 （The First International Conference - HFDF- 
I)” 是由 “Olsen & Associates” 应用经济学研究所 （Research Institute for Applied Economics) 所组 
织的 (1995 年 3 月 29—31 日于瑞士苏黎 世 ). 在这次会议上， C. A. E. Goodhart 和 M. O’Hara 所 
作的导论性讲演“金融市场上的高频数据：成果和应用 (High Frequency Data in Financial Markets: 
Issues and Applications)” 以其对新效应、特点、结果及其解释以及可能的研究方向的描述，给出了 

极为精彩的介绍. 
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1. 经验数据.描述它们的概率统计模型.“标记，，的统计 

Berkeley Options Data (伯克利期权数据）提供期权的买卖价数据 (ask and bid 
prices ), 而在 CBOE (Chicago Board of Options Exchange , 芝加哥期权交易所）则提 
供即时价；在 Commodity Futures Trading Commission ( CFTC , 商品期货交易委员 

会）可获得美国的期货市场数据.美国的股市瞬时价例如可在 M . I . T . (麻省理工学 

院）的 Artificial Intelligence Laboratory (人工智能研究所）中获得 

(http : //www.stockmaster.com). 

§ lb . 关于汇率统计数据的“地理”特点 

1. 不同于比如进行股票、债券、期货合约交易的仅仅在“工作日”开盘的交易 
所，外汇市场，或者 

FX - 市场 

(Foreign Exchange , 或者 Forex ) 有许多专有的特点（“周期性”类型)，对此我们将适 

当进行详尽的讨论. 

首先需要注意的是， FX - 市场按其实质而言 是国际 市场.它不是地方化的，没有 
专门的地点（如同 NYSE , CBOE 等等那样)，而是由广阔的遍布于全世界的银行、兑 
换点的网络分支所组成，它们都配备有良好的现代通信高技术手段. 

FX - 市场在时间上 是连续 24小时工作的.在每星期的五天工作日中较为活跃, 
而在其余日子以及某些节假日（例如 ， Easter Monday (复活节后的周一 )） 不太活跃. 

2. 通常随昼夜的流逝（按格林威治时间指示)，考察外汇交易的下 列三个地理活 

跃带： 

(1) 以东京为中心的东亚带， 21:00-7:00; 

(2) 以伦敦为中心的欧洲带， 7:00-13:00; 

(3) 以纽约为中心的美洲带， 13:00-20:00. 

根据 [90 j 中所述， 东亚带 包括： 澳大利亚，中国香港，印度，印度尼西亚，马来西 
亚，新西兰，新加坡，韩国， H 本. 

欧洲带 包括： 奥地利，英国，巴林，比利时，德国，荷兰，希腊，丹麦，以色列，约旦, 
伊朗，西班牙,意大利，科威特,卢森堡，挪威，阿联酋，沙特阿拉伯，土耳其,芬兰,法 
国，瑞典，瑞士，南非共和国. 

美洲带 包括：阿根廷，加拿大，墨西哥，美国. 

有时除了这三个带以外还分出第四 个带： 太平洋带，它在“三带”模式中包括在 
东亚带中. 

除了基本中心：东京，伦敦和纽约以外，需要时，也把下列城市看作中 心： 悉尼， 
中国香港，新加坡（东亚带)，法兰克福，苏黎世（欧洲带)，和多伦多（美洲带). 

如果把美元 ( USD ) 当 作基本货币， 那么根据与其关系的密切的程度，最为活跃 

的是下 列主要货币： DEM , JPY ， GBP 和 CHF (根 据国际标准化组织 （International 
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Organization for Standardization ) 所采用的标准缩写 ( ISO , 4217条 )： USD 是美兀， 

DEM 是德国马克， JPY 是日元, GBP 是英镑以及 CHF 是瑞士法郎 .） 

这些主要货币与美元一起处处都交易.其他货币基本上都只在本地理带交易. 

3. 关于汇率的活跃程度，即在我们已经注意到的作为国际市场的 FX •市场上出 
现标记的频率，可根据下列引自 [181] 的汇率 DEM / USD 的图像来判 断其活跃性. 图 
中的横轴,在图29中，每隔5分钟记录一次，而在图30中，则是每隔 2 0分钟.图中 
的纵轴，记录的则是在这个时间区间中所发生的标记变化 的平均 数_ 



图 29 从周一到周五每隔 5 分钟记录的汇率 DEM/USD 的活跃程度特征的表示 

I 



周一 周二 周三 周四 周五 


图 30 与图 29 — 样，但每隔 20 分钟记录一次 

在这些图中清楚地看到昼夜上的 周期性 特点，它当然是取决于地球的自转和变 
化次数（标记） 的不均匀性. 其中明显地可分出 三个活跃峰， 它们与三 个不同 的地理 

带有关. 

看来，在欧洲和美洲的活跃峰大致是一样的.在欧洲，活跃峰发生在下半日的前 
期，这时在美洲进入早晨，开始交易日.最不活跃的恰好发生在东京的早餐时间.这 
时在欧美是深夜. 

对图29和30还可加上来自 [427] 的根据路透社在1" 2 .10.5 —19 93 . 9 . 2 6记录的 
汇率 DEM / USD 的一曰内活跃程度画出的图31_ 

4. 外汇市场是金融市场中最大的市场.根据国际结算银行 (Bank for Interna ¬ 
tional Settlements , 瑞士， 1993 年）的数据，这个市场在1992年的日换手率达到8320 

万亿（83 2 . 10 9 )美元！ 
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图； U 汇率 DEM/USD 在一个交易日 （24 小时）内的平均 “ 标记 ” 数.点 “0” 对应格林威治时间 
0:00 


就我们所知，最著名的 FX - 市场的数据库之一属于 “Olsen & Associates ” （参见 
§ la 第4点的脚注).根据这个数据库， (1987.1.1—1993.12.31 期间） FX - 市场上的活 

跃程度的表达可由下页表格得到. 


汇率 

在数据库中 
的总标记数 

一昼夜的平均标记数（一 

年 52 周，一周 5 个交易日） 

DEM/USD 

8 238 532 

4500 

JPY/USD 

4 230 041 

2300 

GBP/USD 

3 469421 

1900 

CHF/USD 

3452 559 

1900 

FRF/USD 

2 098 679 

1150 

JPY/DEM 

190 967 

630 

FRF/DEM 

132 089 

440 

ITL/DEM 

118114 

390 

GBP/DEM 

96 537 

320 

NLG/DEM 

20 355 

70 


5. 汇率动态变化的上述描述中只涉及其“时间”图景，即频率，随时间变化的 
强度.根据在 § la 第2点中的分类，这样的描述有关关于标记间区间的统计量的问 
题⑴.然而，暂时还没有提到在标记瞬间发生的价格值上的变化特征.关于这个问 
题（ II )，我们将在 § ld 中讨论.下一节将针对以自然的方式与图28中所表示的价格 
( S ?) 的轨线性态相联系的概率统计模型. 

§ lc . 作为有离散干预机会的随机过程的金融指数演化的描述 

1. 根据上面给出的比如由路透社发布的有关 FX - 市场状况的监视数据的描述, 
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在每个时刻 i 都已知比如一美元 ( USD ) 值多少德国马克 （ DEM ) 的两个报价，卖出 

价 (ask price ) 5 t a 和买入价 (bid price ) 对. 

价格的差别没称为 价差， 它是市场状况的重要特征.如所周知，价差与价 
格的 波动率 （这里就理解为通常的标准差）正相关.从而，波动率的增加，意味着与对 
价格运动的预测精度减小相联系的风险增加，它导致交易者增大价差，以作为补偿 
大风险的手段. 

2. 我们把价格災和对表示为下列 形式： 

St = SSe H ^ S b t = S b ， H K ( 1 ) 

并令 

+ ( 2 ) 

S t ^ S ^ e H \ S 0 = ^/ sf ^. (3) 

这样一来， _ 

是几何平均的对数，并且 _ 

= / srs~t (5) 

在分析汇率的演变，由实际存在的价格（邡）和（对）引入一个价格 （&) 时，通 
常正是在这样的价格 * S =(况）及其对数71 = ( H t ) 的定义下进行运作的.这时， 

S = ( S t ) t ^ o 和孖= ( H t ) t>0 ( H t =\ n ^) 的演变（参见 § la 中的图 28) 自然用带离 
散干预情形的 随机过程来描述为： ° 

St 二 + 〜 1 ⑹ 

fc 彡1 


和 

Ht = ^2 h Tk I ( r k < t ), (7) 

k^l 

其中 0 三 to < n < r 2 < …是获得标记的时刻序列，即价格变化时刻的序列，而 


5 Tfc = A 5 rfc 以及 h Tk - AH Tk 


是多可测随机变量 ( AS^ k - S Tk - S Tk —二 S Tk — 心 ^ 而 AH Tk 类似定义). 

很明显， 
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形为⑹和⑺的过程已经在第二章 § lf 中引入.现在我们重提与这些过程相 
联系的某些概念，它们对后面在考察汇率以及其他金融指数的演变的情形下的应用 
来说很重要. 

为简单起见，记 


. 以三 s Tk = AS Tk . 

过程 5* = ( St ) t ^ o 的概率分布记为 Law (5), Law ( S t ， t 彡0)，它完全由下列 序列的 
联合概 率分布 Law ( r , 0来 确定： 


(了乂）= ( T k ) ? 

后者由标记时刻 U 和对应它的“标值”或“标度’’ 6所构成.这样的序列常称为标 

值点过 程或者 多元点过程， 参见例如， [250; 第 III 章， § lc ]. 

术 语点过 程本身通常只与序列 t = ( rfc ) 有关（参见第二章§ If , 详情参见 [250; 
第二章 §3 c ]) ,在所考察的情形下，它是 价格跳跃时刻 序列， r 0 = 0 < n < r 2 < • ■ •. 

如果令 

fc 彡1 

那么 

Tk = inf { t : N t = A :}. (9) 


(当 mi { t : 二 A ;} 二 0 时，照例令 n 二 oo .) 

过程 iV = ( N t ) t ^o 称 为计数 过程,并且很明显， N 与丁 之间通过公式 （8) 和⑼ 
来定义一 * 一'对应 , W ^——> r . 通常从分布的视角来看， 分布律 Law ( r , 完全由下列条 


件分布来 确定： 

T ( T 0 , • ’， Tfc 、 

Law T k+X 

\ 63, …， / 

和 

To, … ， Tk, 丁 k+1 

Co , …， 

其中 t 0 = 0, & = 6" 0 . 



(10) 

(11) 


3. 至今，还没有明 确说起 rjt 和心是定义在哪个概率空间上的随机变量.现在 
略为详细地讨论这个问题是适宜的. 

为了在分析包括多元点过程在内的随机过程时有可能运用成熟的随机分析工具, 
也为了考虑陈述价格形成机理的“信息”流，我们假定一开始就给定某个渗 透概率 
空间（随机基底） 
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这里是由〜代数％组成的（滲透）流，它是“在时间区间 [0， t ] 上所接受 
的市场信息的载体”. 

一 旦给定这个渗透概率空间，时刻 Tfe 自然被被认为是随机变量 Tfe = «它 

是关于（為）的 Markov 时刻： 


{r^tje t^O ( 12 ) 

(参见第二章 § lf 中的定义 1). 同样，心也将被认为是随机变量心=(^),它是 
多 rf 可测的，其中多 r fc 是在 [0,T fc ] 中观察到的事件的 CT - 代数，即由所有这样的事件 

所组成的 o ■- 代数： 对于每个 O 0, 


A Pi {rk ^ i } G 


(13) 


§ ld . 关于“标记”的统计 

1. 我们讨论关于无条件概率分布 Law ( n ， 『2,… ） 什么是已知的问题. 

对于 A : > 1., 记 

△jfe = Tk — Vc -1， 

并令 T ◦二 0. 显然，求 Law^h A 2 ,...) 的值 ，等 价于求 Law(n ， T 2 ,...). 因此，可以 

只对标记之间的间隔的分布来运作， 

如果由假设随机变量 A 1? A 2 ,--- 独立同分布出发（这个假定使得人们有可能依 
靠大数定律，构成通常的建立参数、分布等等估计量的统计程序)，那么其概率分布 
特征的直观表示，可根据由所掌握的统计数据所构造的直方图（经验密度）例 A ) 来 
获得. 

在著作 [145] 中介绍了对于汇率 DEM / USD 的1472 241次标记之间的间隔作 
这样的分析的下列结果（根据 “Olsen & Associates ” 的数据； [221]). 

精确到差一常数，经验密度 


I △- 奸〜)，23秒< △ < 3分， 

\ A -< 1+A2 ), 3分 < A < 3小时， 



其中 


Ai ^ 0.13 以及 A 2 ^ 0.61. (2) 

(这个结果基于把 lnp ( A ) 作为 InA 的函数，由最小二乘法估计和 A 2 而得到 .） 

与关系式 （1) 相联系，重提下列这点是有益的：在数理统计中众所周知的是，密 
度有幂递减特征的分布就是 Pareb 分布， 其密度为 (a > 0, b > 0) 



x ^ b , 
x < b . 


( 3 ) 
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(参见第三章 § la 中的表 6.) 

注意，特别是金融文献中，人们经常把在无限处以幂函数方式递减的概率分布 

(诸如有0 < a < 2的 a - 稳定分 布律； 参见第三章 § la 中的 （7) 和 （8)) 称为 Pareto 
型分布，甚至干脆就是 Pareto 分布， 如果遵照这样的术语，那么可以说，关系式⑴ 
说明，在区间 [23 秒，3分）上“ 作用”的是指数 a = Ai 的 Pareto 分布，而在区间 [3 

分 ， 3小时）上是有另 一 个参数 a =久 2 的 Pareto 分布. 

应该注意到,在描述某个指数的概率性质时，很难指望（正如进行上述类型的统 
计分析所经常表明的那样）这样的描述可通过某个由少量未知参数来确定的“标准” 
分布来得到.而这很可能这样来 解释： 在市场上运作的“活动者”有不同的目标设 
置、不同的约束条件以及对“风险”大小的不同态度. 

2. 一般说来，没有任何先验基础认为量仏，〜，…之间是独立的.尤其是，经 
验分析表明，下一个标记出现的时刻本质上依赖于过去标记出现的强度和频率.这 
就提出了 “ 准确”描述条件分布 Law ( AA ：| Ai ,-*. , A fc _ i ) 的问题 ■ 

遵照 [143], 与此相联系，我们引入一个有趣的模型来进行这样的 描述； 这一模 
型称为模型 (Autoregressive Conditional Duration Model ， 自回归条件持续模 

型) ®， 它派生于4型模型 ■ 

假设存在（充分）统计量也= i ), 使得 

P(A fe < s| Ai, •■- ,A^-i) = P(A k < x\i) k ). (4 ； 


在条件也下的最简单的、自然而然的条件分布是指数分布，其密度为 

1 _ _ a. 

p(A | ip k ) = — e , A > 0, (5) 

Wk 

其中的 mm 参数（九）用下列递推方式来 确定： 

0 a ： = a 。 + aiA fc -i + /3池-1， (6) 

而 Ao 二0，如 = 0， > 0, >0 以及 /?i > 0. 

很明显， (4)-(6) 完全确定了条件分布 Law ( AA ： [ Ai , •■- , A fc - i ), 这时，量 Ai , 
a 2 ,-.. 一般来说，相互间 是不独 立的. 

我们察觉,在所考察的模型中，条件均值 

E(A fc |Ai, - * • , A fc -i) = ⑺ 

同样明显的是 7 — 阶自回归模型 （6) 允许有显然的高阶模型推广（参见第二章 §ld 
和 [143]). 


® 英文版称为 


译者注 
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2 . — 维分布的统计 

§2 a . 统计数据的离散化 

1. 对于标记出现的强度和频率特征有了某种表示以后（至少例如对于外汇汇率 
有这种表示)，同时也对间隔 ( Tfc - Tfc -!) 的一维分布有了某种 表示； 现在自然就转向 
价格变化性态的统计，即序列 (^ r fc - S Tk ^) k ^ 或者与此相联系的另一个量，比如， 

h Tk ^\ nj ^- 的序列的统计. 

由此 igi 应该注意到，“日数据”、“周数据”、“月数据”等等与 “ 日内数据”之 
间的差别.首先考察通过等距有规则的时间间隔 A 来获得数据.比如， A 可取为 
“一 日”， “ 一周”等等.当转向一日内的统计时，就会发生数据获得的不 规则性 ，它 
们是在偶然不均匀的时刻 n ， T 2 ，…，以不同的间隔 A !, A 2 ,..- 来获得数据的，其中 

△fc — — 丁 k~l- 

这种不规则性对于应用已有的数据统计分析方法来说带来一定的困难.因此，照 
例，统计数据先要经过某种预处理 (离散化， 剔除异常观察值，平滑化，分离出倾向成 
分等等). 

我们只详细 讨论离散化 方法. 

固定某个“自然的”（实际物理）时间间隔 △. 这个间隔不应该太“小”.就汇率 
统计问题而言，必须使得这个间隔在下列意义 下有代 表性： 其中必须落入显著的标 
记个数，或者，换句话说， A 显著大于两个标记之间的平均时间.否则，所形成的离 
散化，统计“序列”将包含太多的“空白”数据. 

在主要货币的汇率情形下，著作 [204] 推荐取 A >10分钟，使得（除了所要求的 
有代表性以外）这样做也可避免当 A 的小值与价差尺度和买卖价格的变化范围变得 

可比较时 所发生 的不确定性. 

离散化的最简单的方法在于，选取 △ (比如，10分钟 5 20分钟，24小时等等）以 
后，取代有连续时间亡彡0的按段常数过程5 = ( S t ) t ^ 而考察有离散时间4 = &△， 
fc = 0， l ， …的新序列= ( S tk ). 

另一种广泛流传的离散化方法在于先把按段常数的过程 

& = ^ + y^^fc/(r fc < t) (1) 

k^l 


改变为它的连续修正亏= ( St ), 后者是通过在值 ( S Tk ) 之间进行下列线性插值得到 
的： 


St 


Sr k 





t 


Tk 


Tfc+1 



Tfc+l 




n 


Tfc 〈 i < Tfe+l 


( 2 ) 


* 297 • 


. 一 维分布的统计 


1.6310 
1.6300 
1.6290 
1,6280 
1.6270 

to 丁 1 Vz T3 T 4 

图 32 按段常数过程 （ s t ) 及其连续修正 （瓦） 

然后，再把这个修正互二 ( f ) 用+述的 最简单 的方法进行离散化，即在点 h = 
fcA (/ c -0, l ,-*0 上形成序列= { S tk ), 其中参数 A 由投资者、交易者等所感兴 

趣的时间间隔（月，周，日，20分，5分等等）来确定. 

2. 除了按时间离散化以外，统计数据也可量子化，或者说得更明白些，也可按相 
变量来取整.通常如下进行. 

选取某个7 > 0,并取代原来的过程 S 二 ( S t ) t >0 , 引人新过程 5(7) = (^(7))^0, 
其值为 

^(7) = 7 ^ - (3) 

L7 J 

这样，如果飞二1 以及 S t = 10.54, 那么&⑴=10;如果7 = 3,那么 S t (3) = 9;因 

此，很明显,定义⑶对应以取整误差7来取整的程序. 

如果先进行7-量子化，然后再 △- 离散化，那么由 （⑹ 我们得到新的序列 5 a ( 7 ) 
或者 S a (7). 

由于 7 — 0时^( 7 ) -> S u 这就发生一个重要问题:应该用怎样 的协调 方式来 
选取 A 和 7 ,使得（化 (7)) 在时刻 tk = kA (/ c -0,1,-*.) 的值包含“与 （⑹ 几乎同 
样的信息”.作为回答这一问题的第一种方法（正如 G . Zhakod 所提出）自然是要先 
阐明，在怎样的 A — 0和7 — 0的收敛速度条件下，使得对应的过程 S A ( 7 ),和(7) 
的有限维分布收敛于极限过程 

§2 b . 相对价格变化的对数的一维分布 . I . 与高斯性质的偏差.经验密度 

的 “ 峰度” 

1. 我们考察某种汇率（比如， DEM / USD ) 

S = ( S t ) t ^ Q , 

其中& = 记左 = ( Sth ^ o 为用线性插值的方法所得到的 s 二 （&)_ 的 

连续修正. 
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又设= ( S tlc ) k ^ o 为 S 二 (^)*^0 对于4 = &△的△-离散化 • 

正如在上面不止一次地注意到（参见例如第一章 § 2 a 中的第 4 点)，在考察价格 


变化时，有现实经济价值的并不是价格变化量 A 5 tfc = S tk - S tk _ x 本身，而是相对变 
化^二 4-1. 与此相联系的是，通常有意义的不是量 ( S tk ) 的分布，而是量 

^tk~i 


( H tk ) 的分布，其中 H 

我们将记 



^ AH tk (= H tk - H tk ^ 


( 1 ) 


其中 tfc = fcA , A ; ^ 0, Hq — 0- 

考虑到由 S 得到#的方法，同时引入 § 2 a 中所用的记号（心= AH u H t = 
In |)，我们求得 

° 纪 f )= E 〜4 f )， ⑺ 

{i: tfc— 1 

其中被加项肖 fc A ) 由“最终效应”来确定,并可称为“余项”，因为它与求和式所表示 
的量相比很小. 

其实，例如， A 二1小时，那么根据 §lb 第4点中给出的表， DEM/USD 的平均 
标记数将大致等于187 ( 二 4500 : 24). 这样一来，在（ 2 )中的求和由 I 87 个 / i Ti 的值 
来确定.同时，绝对值 |^ f } | 显然小于或等于四个心的值的绝对值之和，这四个值 

是标记时刻 4-1 和4以及它们的直接前后两个标记时刻的相应值. 

重要的是要强调:在 （2) 中所组成的和 是随机个数个随机变 量之和，其分布可能 
相当复杂，即使其分离的构成变量以及项的随机个数都有比较简单的分布.这一情况 
可看作（正如以后将指出的）量纪 f 的分布不可能被认为是高斯分布的某种形式解 
释.诚然，我们将看到，当 A 增加引起 （2) 中的求和的项数增加时， 假设量 正 
态分布就更为可信：它开始“呈现”大量被加项求和时的中心极限定理成立的现象. 


注. 记号纪相当累赞，尽管它还“ 说出” 了这些量的形成方式.以后为了简化 
记号，这些量将 i 记为心 （同时指出它们的形成方式和所选择的值 △). 

2. 这样，我们将认为值 △ > 0. 在研究值序列 hi ， h 2 , …. 的联合分布 Law (/ ii , 
&，■•■)时，自然先致力于它们的一维分布，并认为这些量有同样的分布以及它们的 
分布密度都是单峰的.（在一阶逼近中，这一均匀性假设被许多金融指数的统计分析 

很好地证实，至少对于不太大的时间间隔是那样.也参见后面的 §3 c ， 其中联系考虑 

昼夜循环的“地理”效应的另一 种值& 的形成方式 .） 

正如上面已经注意到，根据 "Olsen k Associates " 的数据，在 1987.01.01— 
1993.12.31 期间共记录了汇率 DEM / USD 的8 238532次标记.关于根据这些统计 

数据所估计的量心二纪的一维分布的特征值可由下列来自[ ㈨ 4 ]的表推断： 
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A 

N 

均值‘ 

万差爪2 

斜度总 V 

峰度 Kjv 

10分 

368 000 

-2.73 - 10- 7 

2.62 • 10— 7 

0.17 

35.11 

1小时 

61200 

-1.63 - 10~ 6 

1.45 - 1( T 6 

0.26 

23*55 

6小时 

10 200 

-9.84 • 10- 6 

9.20 | 10~ 6 

0.24 

9.44 

24小时 

2100 

—4.00 ，10 5 

3.81 - 10~ 5 

0.08 

3.33 


在这个表中， iV 是（形为匕= f △的）样本点的个数， 



N 





1 n _ 
rhk = ~h N ) k , 

V i^l 



是斜度 ( skewness ) 的经验系数，以及 


Kn 


7714 


(m 2 )2 



是峰度 ( kurtosis ) 的经验系数 ■ 

对于正态分布来说，理论斜度系数等于零.经验斜度系数的正性意味 
着经验的、以至也可能是真实的分布密度，其不 对称性 体现在左边比右边更陡峭. 

由该表还可看出，均值（按其绝对值）显著小于标准差（方差的平方根)，因而，实 
际上可认为它为零. 

不利于“正态性”假设的最有力的论据当然是过大的峰度系数值，正如我们所看 
到,它随着 △ 的减 f 而@大，由于峰度系数是通过四阶矩来定义的，故这一状况也带 
来这样的 意义： 量二 兒 f 有“厚”尾，它全在于可理解为对应的分布密度 p ( A \ x ) 
(与正态密度相比）当 | x | — 0 O 时，减小较慢. 

3.量心对正态性（髙斯性）的偏离不仅可在外汇汇率上观察到，并且也可对于 
其他金融指数（例如股价）观察到•，这点不仅可被经验密度（直方图）的形状来证实， 
并且也可用披露正态性偏离的标准统计方法来证实.这样的方法例如有 

(1) 分位数法， 

(2) X 2 -检验， 

(3) 秩检验. 

我们回顾一下这些方法的实质. 

分位数法最为简单，它可用图像（参见图 33) 来说明，其中在横轴上置以对 
应正态分布的分位数，其中参数 P 和^根据统计数据来估计，而在纵轴 
上则置以量 I 的经验分布的分位数.（根据定义，随机变量 f 的分布的 p (0< p < l ) 

阶 分位数 Q p 是使得 P (€ < ： r ) 彡 p 和 P (0 x ) > 1 — p 的值 i ) 
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在经验分布与理论分布“高度”拟合的情形下，点的集合必定集中在 
对角线附近.然而，（关于汇率,股价等等的）统计数据表明并非如同图33上所描绘 
的 { Qv . Qv ) 图像那样，而是理论（正态）密度与经验密度有图34上所表示的形状. 




33间隔 △ = 2 0分钟的汇率 DEM/USD 的-分位数分析（根据路透社 1992.10.5— 1993.9_26 

的 数据； [427]). 纵轴上置以心= { t k = fcA , fc = 1,2,… ） 的经验分布的分位数 横 轴上置 
以正态分布的分位数 Q P 



m 34 (* h k ^ h\^\k = \, 2 r - 的）经验密度和对应的理论（正态）密度的典型图像 


4. 作为拟 合判别准则的 K . Pearson 的 X 2 -检验的应用基于构造统计量 


X 2 


k 


▽ 


- npi ) 2 

npi 


其中 K 是落在人中的观察值的次数，0这些区间起着对数据“分组”的 

作用 (a +…+外=几)，而 Pi 是对应所验证的理论分布的落在这些集合中的概率. 

①原文为 “会 / i ^ ir . ——译者注 
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对应于 K. Pearson 拟合判别准则，假设 

麻 经验分布符合理论模型 

以置信水平《被拒绝,是指不等式£ 2 > 满足，其中是有 - 1自 

由度的分布 X 2 的 Q 1 - OT 分位数 (1- Q ： 阶的^位数) . 

我们记得,有自由度为 m 的 x 2 - 分布就是下列随机变量的 分布： 


X 




其中… ，6 n 是独立标准正态分布 ^(0,1) 随机变量.这样的分布的密度 f m ( x ) 
由下列公式 给出： 


1 丄 771 / 2 - 1 - 0^/2 

2W2r(m/2) 

0， 


x > 0, 
x ^ 0. 


(3) 


在著作 [127] 中引人了对于十家德国大公司和银行 (BASF (巴斯夫公司)， BMW 

(宝马)， Daimler Benz (戴姆勒-奔驰)， Deutsche Bank (德意志银行)， Dresdner Bank 

(德累斯顿银行)， Hochest (赫斯特公司)， Preussag (普罗伊萨格公司)， Siemens (西门 
子公司)， Thyssen (蒂森公司)， VW (大众汽车公司 )） 股票的三年数据 (1989.10.2— 

1992.09.30) 以置信水平 a = 1% 验证假设為的统计处理结果 . 和 xLi , i-c 
( A : = 22,观察数 m = 745) 的计算表明，假设為对于这十家公司都无一例外地必 

须否定.例如，对于 BASF 和 Deutsche Bank 所得到的又 2 (内= 1/ k , k = 22) 值为 

104.02 和88,02,而对于 = 22和 a = 0.01 的临界值 xLi , i -« ^ 38 . 93 .因此， X 2 显 
著大于从而根据 X 2 -判别准则，假设碣被否定： 

§2 c . 相对价格变化的对数的一维分布 . II . “厚尾”及其统计 

1. 经验密度偏离正态性并具有“厚尾”导致一种共同的 想法： 对于“右尾”，即 
当: E —• +00时， 


P (玛 f ) > x ) 〜 x - a L ( x ), ⑴ 

其中“尾部指数 ’’ a 二 o ： (A) > 0, L = L ( x ) 是缓减函数：对于任何 y > 0, 当 x — ^ +oo 
时， -> 1- 类似的结论也可对于“左尾”作出- 

L(x) 

我们注意到，在金融文献中对厚尾和峰度的各种讨论可在[ 4 卟 [361], [419] 中找 
到，也可在 I 960 年代的研究中找到（参见例如， [150], [317]). 
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在这些研究中注意到，例如，在 丑 C 丑模型 （参见第二章 §3 c 第6点） 
中考察正态分布的混合时，就可产生分布密度的峰度和厚尾.（与此相联系的问题可 
参见第三章的 § ld , 其中例如说明了双曲分布可通过有不同方差的正态分布的混合 
来得到 

在一系列对于量纪 f 5 的分布的研究中（参见例如， [461 和 [390]) ,使用了 Student 
^分布,其密度为 

以—忐 鬻 K 广， ⑵ 

其中整数参数 n 称为“自由度数”.由 （2) 可见，这个分布属于有厚尾的 Pareto 型 

分布. 

2.在 B . Mandelbrot 的著作（参见例如， [318], [319], [321]， [322], [324]) 和 E . 
Fama 的著作（参见 [150]) 以后，金融文献中广泛流行获得基于稳定分布的金融指数 
模型（详情参见第三章中的 § la ). 这些分布有自己的在区间（0,2]中取值的“稳定指 
数” a . 在 a = 2的情形下，稳定分布就是正态分布；当0 < a < 2时，对应的分布是 

Pareto 型分布（1)，其中“尾部指数” a 恰好就是“稳定指数”. 

这样一来，假设有0 < a < 2的稳定分布用来描述込=是自然的，因为这 
些分布也有在统计数据中所观察到的厚尾和峰度.除此以外，转向稳定分布还可用 
这种分布的下列自相似特征性质（第三章 §2 b ) 来 辩明： 如果随机变量 X 和 y 相互 
独立，并有稳定指数为 a 的稳定分布,那么其和也是有同样指数的稳定分布，或者说 
X 和^的分布的卷积也是这种类型的分布. 

从经济学的视角来看,要求数据在时 间汇总 (time aggregation ) 时 保持分布特征 

是完全自然的，而稳定分布具有这一性质使得它们的应用更加合理. 

然而，在对稳定分布进行运作时，由于下列原因会引起一系列本质的困难. 

如果 X 是指数满足0 < a < 2的稳定分布，那么 E | X | < oo 仅当 a > 1时成立. 
一般情况下， E | X |^ < oc 当且仅当 p < a . 

这样，对于尾部有点“厚”的指数满足0 < a < 2的稳定分布来说，其二阶矩无 
限，这一状况为理论特征带来相当大的困难（例如,在分析各种基于运用方差的估计 
量和检验的质量时)，并且在另一方面，它还难以给出经济解释，而实际的验证照例只 
能对于有限个数据来进行. 

由于后一状况，我们注意到，“尾部指数” a 真实值的估计一般来说，是一件相当 
微妙的事. 

与此相联系的是，一方面， a 的“良好”估计需要有足够多的观察值，以便在其 
中挑出相当数量的极端值，而只有根据这些值才能估计“尾部效应”和“尾部 指数' 
而另一方面，具有大量“非极端”观察值，将遗憾地为估计真实的 a 值的估计带来 

混杂. 
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3. 由稳定分布的性质得到，如果用它们来描述金融指数的分布，那么不能立即 
同时达到三个 要求： 卷积时保持分布类型，具有指数满足 0 < a < 2的 厚尾以及具有 

有限二阶矩，而这就是说，具有有限方差. 

显然，方差有限对于“尾部指数” a > 3的 Pareto 型分布成立.即使这样的分布 

不具有关于卷积的封闭性质，它们仍然具有在作卷积时保持分布密度 的递减特征这 
一重要 性质： 如果 X 和 F 有同样的带“尾部指数” a 的 Pareto 型分布，并且相互独 
立，那么其和 X + Y 也有带同样的“尾部指数” a 的 Pareto 分布.从这一视角来看, 
Pareto 型分布可以认为满足所希望的卷积时保持“尾部指数《的稳定性”. 

即使仅由上述的情况也已清楚地说明，为什么决定量的分布在无限处的性 
态特征的指数 a 使人那么关注.这种对指数 a 的兴趣还可给出经济一金融解释.事 
实在于 7 “厚尾指数”特别是表明，在市场上有投机利益的局中人相当积极.如果“尾 
部指数” a 很大，那么这就是说，市场上很少出现价格值的反常，市场趋向于“平 滑”， 
价格值上没有大的振荡.在这样的意义下，有大 a 值的市场可看作有效运营的市场， 
以至指数 a 的值是这种有效性的某种度量.（有关这方面的讨论参见例如 [204]). 

4, 我们转向对于稳定分布估计“稳定指数”的问题，并且以更一般的方式转向 
对于 Pareto 型分布的“尾部指数”估计问题. 

应该立即注意到，在金融文献中，对于所有这样那样的汇率、股票和其他金融指 
标的“尾部指数” a 的真实值应该是怎样的，并无一致的看法.正如已经注意到，这 
说明了构造参数《的有效估计量 ( iV 是观察值个数）的困难所在.提出对这个参 
数进行估计的问题本身，就要求对获得统计“原材料”、正确选取 A 的值等等 
的所有先决条件，有精确的陈述. 

在金融文献中，对于“稳定指数” a 的估计经常运用在著作 [152] 和 [153] 中所 

提出的由下列形式确定的（有效）估计量 Sv 

a N = Q .827-^— — 1-^-, 0.95 < / < 0.97, (3) 

Qo.72 - Qo.28 

其中是在观察值服从对称稳定分布的假定下根据总量为 iV 的样本所构造的/ 
阶分位数. 

在分布律 Law(7 fcfc ) ( h k - O 属于（稳定指数为 a 的）稳定分布假设合理的情 

形下，自然可能随着观察次数 7 V 的增长，的计算越来越稳定（并且收敛于某 
个值 a < 2). 

然而，正如已经注意到，这里并没有共识 . 有一系列著作断言对于某些金融指数 
所构造的估计量稳定化“良好”，参见例如丨 88] 和 [474]. 另一方面，在许多著作中所 
导出的统计分析结果表明，不仅有增长倾向，并且甚至趋向于等于或大于2的 
值，参见例如，有关美国股市的 [27 j 和 [207] 以及有关德国的大公司和银行的股票的 
[127]. 这就不利于认真对待 稳定性 假设，尽管它自然并不与用 Pareto 型分布所描述 
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的“尾部”相矛盾. 

5. 按照 [204], 我们引入在假 定心二 遵循 Pareto 型分布⑴的假定下，有 

关货币汇率的“尾部指数” a 的值的结果. 

根据 [204] 中的数据，所得到的“尾部指数” a - a ( A ) 的值在下面的表中列出. 


汇率 \A 

10 分钟 

30 分钟 

1 

1 小时 

| 

6 小时 

DEM/USD 

3-11 土 0.33 

3.35 士 0.29 

3.50 ±0.57 

4.48 士 1.64 

JPY/USD 

3.53 士 0.21 

3.55 土 0.47 

3.62 土 0.46 

3.86 士 1.81 

GBP/USD 

3.44 ± 0.22 

3.52 土 0.46 

4.01 土 1.09 

6.93 士 10.79 

CHF/USD 

3.64 土 0-41 

3.74 士 0,82 

3.84 士 0.77 

4.39 ± 4.64 

FRF/USD 

3.34 士 0.22 

3.29 土 0,47 

3,40 士 0-69 

4.61 土 1.21 

FRF/DEM 

3.11 士 CL41 

2.55 ± 0.23 | 

2.43 ±0*23 

3.54 土 1.42 

NLG/DEM 

3.05 士 0.27 

2-44 士 0.08 

2.19 ±0.12 

3.37 ±1.43 

ITL/DEM ! 

3.31 土 0.51 

2.93 ± 1.17 

2,54 土 0.49 , 

♦ 

1 

2.86 ±0.98 

GBP/DEM 

3.68 士 0.35 

3.63 ± 0.42 

4.18 ± 1.67 

3.22 ± 0.79 

1 JPY/DEM 

3.69 士 0.41 

4.18 ± 0.90 

4.13 土 1.05 

4.71 ±1.61 


对这个表我们作些评论. 

在下面的第6点中将叙述参数 a 的估计量 S 的构造，它们是基于 “Olsen & 
Associates " 的数据 (§ lb ) 列出的.在 △ = 6小时的情形下,估计精度降低，这点与样 
本量不够有关. 

对这个表（它是在 大量数据的基 础上形成的，因而其表示是可 靠的） 的数值进行 

分析可以作出的重要结论在于， FX - 市场中的主要货币关于美元 ( USD ) 的汇率（对 
于 A = 10分钟）有带 “尾部 指数” a a 3,5的 Pareto 型分布，并且指数随着 区间厶 

的增大而增大.尤其是，量& = 】 的方差有限（极为期待的性质 !） 变得相当真实， 

尽管对用来确定分布在中心值附近的峰度的四阶矩并不能说同样的话. 

在 “Olsen & Associates ” 的另一篇著作 [91] 中，也引进了比率 XAU / USD 和 

XAG / USD 的数据 ( XAU 是黄金， XAG 是白银).对于 A 二 10分钟,相应的 a 的估 

计为 4.32 土 0.56 和 4.04 ±1.71； 对于 A = 30分钟，这些估计值分别为 3.88 土 1.04 和 

3,92 土 0.73. 

6. 在这一点中，将只叙述构造“尾部指数” 《 的估计量 S 的 思路， 它来自 [204], 
并在提出上述表时被运用，其中在确定估计量的偏差和标准差时应用了 自助法 ( boot ¬ 
strap ) 和 刀切法 ( jackknife ) 技巧 • 

我们考察其密度如下的 p are b 分布： 

“⑷二矣!， x > b ， ⑷ 


其中 /ctb = 0对于 x < b 成立. 
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当 


X 


> 6时， 


㈤ 




In a 十 a In 办 


(a + l ) lna : 


⑹ 


由此求得，按照 iv 个独立观察 ( X lr -- ，& V) 的极大似然估计量3#由下述条件来 
刻画： 


N 


N 


max 


a 


n MXk) 


H fa N b{^k), 


⑹ 




而估计量 Sw 由下列关系式 确定: 


N 


Sn 


N 


S 1 xi ( t )* 


⑺ 


由于对于 a >0 和 /?>0 有 



/3 


(\ nx ) x~^ ot ^dx = /5 a f — + ln /3), 


故 


Eln 






( 


In 


X 


) 


X 


(a+1) dx 


a 


这样， 


E 


在 N 


) 


a 


即，量 1/& 是 l / a 的无偏估计，以至所求得的参数 a 的估计量知具有极好的性 
质，当然，这是在假定真实分布（恰好）有已知“起点” &的情况下得到的，而不是在 
假定对于“起点” &干脆不确定的 Pareto 型分布的情况下得到的. 

尽管如此，仍然产生了运用公式 （7) 来估计 Pareto 型分布中的参数 a 的自然 
想法（参见 [223]), 其中以某种适当的估计量来取代未知的“起点” 

例如可这样处理.选取某个充分大 (但与 N 比较不太大）的数 M ， 我们把&取 
代为 M 来构造参数 a 的估计量的公式⑺的修正，其中关于 f < iV 的求和替换为 

对满足足> M 的 i 求和. 


为此，我们定义 


JN,M 


E 


{i^N: Xi^M] 


ln M 


Xi ^ M } 


⑻ 


其中 


Jm ㈤ 


1， 

0, 


当 ; IT > M ， 
当 ; r < M , 


如果记 




E 




{i^N ： Xi^M} 
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那么 1 N M 可改写为下列 形式: 


7 NM 


PN，M 


E 


In 


Xi ^ M } 




⑼ 


而作为参数 a 的估计量自然取作满足下式的值 S N ， M: 




7n,m 


( 10 ) 



也可用另一种方式来处理.把样本 


…， X N ) 排序为样本 

( Xl , X *, ■■- , XW 使得 ^ X * N . 再固定某个数 M 《 7 V 作为“起点” 

，并令 



本 

7 iV , 


1 



M 


E 

l<i<M 


In 



V"* 


( 11 ) 


于是作为参数 a 的估计量可取满足下式的值 a ^ M ： 


N,M 



7jv,m 


( 12 ) 


这样得到的估计量 c 4 M 是 B . M , Hill 在 [223] 中提 出的，通常也称它为 历 /M 古计量. 

显然，这个估计量的“好”性质取决 于正确选取数 M ， 即形成统计量 a * N , M 的 
最大统计阶数.然而，同样明显的是，不难对于一大类缓减函数 L = L ( x ) 来 if 算某 
个 普适的 样本数 M , 其中1 = L ( x ) 比如是由右“尾部”的性态如下确 定的： 


P(Xi > x ) 〜 x ~ a L ( x ). (13) 

通常上面所考察的估计量和 在 n 、 m 的性质仅限于对函数 L = L ( x ) 的某 
个子类来研究.例如，可假定 , L = L ( x ) 属于子类 

Lj = {L = L { x ) : L ( x ) = 1 + cx ~ 7 + o ( x -7 ), c > 0}, 

其中 7 > 0_ 在这样的假定下， [223] 中指出，如果当 iV oo 时，量 M — oo , 但 

I 


N a 


那么 

Law (^/ M ( a* N M a )^ ^ ^(0, a 2 ), 

即估计量的渐近正态性成立. 
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§2 d . 相对价格变化的对数的一维分布 . III . 分布中心部分的结构 

1. 说到底，考虑分布 Law ( k ) 的特征，是要问在中心值附近的密度的峰度和有 
“尾部指数” a > 2的厚尾相结合是怎样的（正如在货币汇率情形下那样)？ 

看来，很难指望这点可借助于某个单一标准分布来做到.考虑到在市场上具有 
带各种@益、各种时间视野的交易者、投资者以及其他代理，下列视角更有吸 引力: 
应该在〜可取值 x 的各个“自有”区域上引入多种标准分布. 

许多作者，其中首先是 B. Mandelbrot ,坚持不懈地主张运用稳定分布（以及在 
其基础上所构建的某些修正）的思想，因为它在值: r 的中心部分相当合适.参见例 
如专著 [352], 其中有丰富的统计资料、稳定分布理论及其推广，以及统计分析结果. 

下面我们将详细讨论著作 [330] 中的关于运用稳定分布律来描述指数 S & P 500 
在中心带的性态的结果.（为了描述“尾部”， [330] 的作者建议运用正态分布，特别是 
由这样的事实 出发： 由于统计原材料的局限,不可能作出所企求的关于“尾部”性态 
的结论；也参见 [464].) 

至于其他金融指数的讨论则可参考著作 [127], 其中引进了十家德国的大公司和 
银行的金融指数的详尽的统计分析，结论是双曲分布在中心部分拟合得出奇地好. 

在第三章 § ld 中，我们给出了这种双曲分布类的详细描述，它与稳定分布类一 
起为理论分布提供了一个足够丰富的武库.由于无论是双曲分布还是稳定分布，都 

是用四个参数来描述的，故可期待这些参数的适当改变能使理论与试验完好地达到 
一致. 

2. 我们转向在著作 [330] 中所介绍的按照 S & P 500 指数的数据所进行的统计分 
析的结果. 

考察这一指数在纽约交易所 NYSE (New York Stock Exchange ) 的六年 （1984 年 
1 月到1989年10月）中的演变.一共记录了 1447514次标记（芝加哥商品交易所 
(Chicago Mercantile Exchange ) 的数据).平均来说，在1984—1985年间，通常每分钟 
发生一次标记，而在 1986—1987 年间，每50秒发生一次. 

由于交易所日常只在“开盘”和“收盘”间的时间工作，故为了获得描述 S & P 500 
指数的过程，对“交易时间 (trading time )” f 要注意“昨天的收盘价”与“今天的开 
盘价”之间的衔接. 

设 S = [ S t ) 是用所描述的方式得到的过程，我们将考察这个过程在某个时间间 
隔 A 中的 变化： 


么 s tk = S tk - S tk _” (1) 

其中4 = &△，间隔 △ 取遍从1分钟到10 3 分钟的一系列值.（在著作 [330] 中 A 取 
下列值 ： A = 1，3,10,32,100,316,1000 分钟； 对应间隔 △ = 1的标记量等于493 545, 
而当 △ = 1000分钟，这个数等于 562.) 
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如果运用 §2 a 中的记号，那么可以察觉，由于氧，。而增量 A 5 tfc = 5 tfc - 

U 小， 〜△ 

十纪 f ))， 

由此得到 AS tk ^ S tk —Ji[?. 

这一（近似）关系式表明，在增量 （ S fcfc - 心 独立的情形下分布 P (^ f } ^ x ) 
和条件分布 P(AS tk = y) 的特征照例是一祥的. 

对量 ^S tk (t k = kA, 这里假定它们同分布）的经验密度 p^ A Hx) 进行运作， [330] 
的作者导出 log 10 p < A )( x ) 的图像,其性态大致如同图35中所画出. 


i 


logio 说〜⑷ ■- 



图35对两个不同 △ 值的 Iog 10 p ( A ) ( x ) 的性态大致图像 

即使对于 [330] 中关于许多 A 值所引入的图像 log 10 p t ( fc A) (^)进行简单的外观分 
析，也能指出，分布密度足够对称,并且随着 A 的增长而舒展，随着^ — 土 oo 而递 
减，但不如高斯分布下降得那么快. 

这里可观察到的单峰性、对称性以及经验密度的递减特征使人合理地转向对称 
稳定分布，我们记得，有对称分布的稳定随机变量的特征函数= Ee iex 有下列 
形式（参见第三章 § la 中的 (14))： 


_) = e- ， l' (2) 

其中 a > 0以及0 < a < 2. 这样 一来， 如果采用“稳定性”假设，那么首先应该估计 
参数 a 的值. 

稳定分布是 Pareto 型分布.在对于0 < a < 2的对称情形下（参见第三章 §la 
中的⑺和（8))， 

p(ix| > X) 〜 c a x~ a , X 一 oo, 

其中^ 是某个常数，而为了确定 a 的值，可运用在上面 §2 c 中所叙述的估计技巧. 

然而， [330] 的作者正确地注意到，观察数量不够会使得参数 a 的这种估计方法 

并不完全可靠，因为它要求大量的极端值.因此，取代这一方法，作者所运用的方法 
与此相反，它只对观察值的中心部分进行运作. 


. 一 维分布的统计 

这一方法的实质如下. 

设特征函数 

p ⑷⑹二 Ee i0ASt ^ 

有下列形式 

于是分布 P ( AS tk < x ) 的密度 p ^( x ) 按照逆转公式可表示为下列 形式: 



cos 6 xd 6. 


当二0时， 

从而， 




r(i/g) 

7 TO !(7 沒 A )"。 


p (nA)(。）= n —lAyA) ⑼. 
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(3) 

⑷ 

(5) 


当然，这个结果也可不利用逆转公式 （3) 来得到，而只需利用稳定分布律定义的本 
身，根据这一定义， 


Law ( A 5 <1 + AS t2 + …+ AS ^ n ) = Law ( C n (5 t 1 — 5 to )), to = 0, (6) 

以及已知下列 结果： 

C n = 

(参见第三章 § la ). 

事实上，由于 〜 s tl + a & 2 +…+ 么 S tn = s tn - 槪 

Law ( S tn - 5 0 ) - Law ( n 1 /«(5 tl - 5 0 )). 

因此， 

p( nA )0) = n -l/a p (A)^ n -l/a^ ⑺ 

以至当 cc = 0时导出公式 （5). 

关系式 （5) 使得有可能根据有 A = 1分钟和 n = 1，3,10,32,100,316,1000的经 

验密度 _ A ) (0)， 再转换为对数和应用最小二乘法，来得到“稳定指数” a 的估计量 3. 

(上述值 n = 1，3,10,…的选择联系着其对数 log 10 n 几乎互相 等差： log 10 3 = 0.477, 
log 10 10 = 1， log 10 32 = 1.505, … •) 

在 [330] 中用这样的方法得到的 a 的估计量如下： 


a = 1.40 ± 0 . 05 . 


⑻ 


■ 310 * 


第四章金融数据的统计分析 


我们立即可注意到，这个结果并不能看作与在 §2 c 的第5点中得到的对于“尾部指 
数的估计3 相矛盾.事实在于这些估计的得到是在对于分布特征的不同 
假设下得到的.在一种情形下，这个假设是分布属于“稳定”型假设，而在另一种情 
形下，假设分布（对于“尾部”值）属于 Pareto 型.此外,并非无关紧要的是,在第一 
种情 形下， 研究对象是 汇率， 而在第二种情形下则是 S & P 500 指数. 而一般来说，没 
有任何扎实的基础来认为它们的分布的性态特征是一样的，因为它们受到不同的经 
济环境的约束（在汇率情形下，它是国际经济状况，而在 S & P 500 指数的情形下，它 
是美国的国内经济状况). 

我们察觉，上述关于汇率和 S & P 500, Dow 等等的金融指数的不同性态特征的观 
点被后面在 §4 b 中叙述的分析的结果所证实. 

还要注意到，估计量⑻是按“中心”值计算的，而值 S ^ 3.5 是按“尾部”计算 
的.因此，估计值的不相符只是在上面所说的意义下得到 证实： 金融指数在不同区域 
的值要用不同的标准分布来描述，而看来很难用同一个普适分布来描述. 

3. 经验密度的中心部分能很好地用对称稳定密度 p ^( x ) 所逼近这 
一 事实，也被下列基于 自相似 性质的讨论所证实. 

我们考察样本量为的样本 

，…， A 5 t(Tl) ), t \ n) - = nA , 

^1 l k 

其中时间步长为 nA , A - 1分钟.如果把这些样本转换为样本 

C 1 L k 

那么这些新样本必定有与下列样本有同样的分布： 

( AS ^ ，…， AS ' tfc ), ti — ti^i = A . 

因此，根据这些样本对量和 AS ti 估计（同一分布的）一维密度，依照 
(7)，必定是“强相似的”. 1 

[330] 中引入把参数值 △ 等于1, 3, 10, 32, 100, 316, 1000 (分钟）的经验密度转 
换“提升”得到的图像（关于这一方法参见第三章 §2 c 中的第 6 点)； 它们令人充分 
信服地见证了（参数 a = 1. 4 0时)稳定分布假设的益处 • 

(3) 中的系数7可由⑷根据经验密度 ^ A ) (0) 和估计值3 = 1.40 来估计 . 所得 

到的7的估计值5等于 0.003 75. 


3. 价格中的波动率、相关依赖性和后效的统计 


§3 a . 波动率.定义和例子 

1. 在金融数学中，没有一个概念 像波动 率概念那样引起众说纷纭，争论不休，真 
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令人遗憾.作为变 化率的 同义词 ' 波动率 可用多种不同方式来定义，而术语本身用 
来作为各种可变性程度度量的正式名称. 

如果& = S 0 e H ' H 0 二0, 并且△凡= n 彡1,其中 （ h ) 是高斯白噪声， 
/(0,1)，那么波动率被理解为这里的不确定性和变化性的 度量： 标准差 a. 
我们记得，如果随机变量$ 〜 那么 

P (|^-//| ^ ( t ) ^ 0.68 (1) 

以及 

p ( l € — "I < 1.65 cr ) ^ 0.90. (2) 

这样一来，照例有90%的情形可期待对 （ 的观察结果与均值 M 的偏差不超过 1.65 a . 

在模式二 S n ^ e h ^ 中量心通常很小，以至 

Sjx w 5^—1 ( 1 + /i n ) • 

4 

因此,如果^ = tT 〜， 那么可以断定，当“今天”的价格值为时，它“明天”的 
值5^在90%的情形下将落在区间[^_1(1 - 1.65 cr ), & _； l (1 + 1.65^)] 中，而这就是 
说，照例只有在热的情 形下心 将超过 5 n _ i(l + 1.65 a ) 以及在5%的情形下将低 

于 5n-l(l — l -65 cr ). 

注 1. 上面的叙述说明，为什么在某些金融业主管那里（参见例如， [404]) 以量 
^ = 1.65 a 取代标准差 a 来作为波动率的度量. 

2. 所考察的高斯模型“心二 cr ^, n > 1”，正如我们以前所看到，它离现实很远. 
更为现实的是型为“ 心二 n > 1”的条件高斯模型，其中序列 a = 是 

随机序列，并且〜为多 n-i - 可测， 而〜为人- 可测，其中 （毳） 是“信息”流（例 
如，关于价格值的信 息流; 详情参见第一章中的 §2 a ). 

遵循已有的传统，序列 a = ( a n ) n ^ 照例也称为（所考察的模型中的） 波动率序 
列，其随机特征可表达为“波动率自身在波动”. 

我们察觉， 

E(K| 又 -i) 二⑶ 

而取值为 H n = ha +…+ h n ( E \ h n \ 2 < oo , n ^ 1) 的序列孖二 ( H n , ^ n ) n ^ i 是平方 
可积鞅,其平方特征为 

n 

(H) n = J2^l\^ih n^l. ⑷ 

fc=l 

1 〕 “ 蓝顿韦伯斯特简明辞典 (Random House Webster’s concise dictionary)” 对术语 vo/atiZe 作出这 
样的注解： “1 . 快速挥发的 （evaporating rapidly). 2. 易爆发或有爆发危险的 ; 爆炸性的 (tending or 

threatening to erupt in violence; explosive)- 3* 可变的；不稳定的 (changeable; unstable) •，’ 
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根据⑶， ^ 

a ：— 1 

因而平方特征 

自然称为序列丑的波动率. 

很明显， 

邮= E ( H ) n . 

3. ^ tARCH ( p ) 模型的情形下， 

P 

= a 。 + ^ : 


⑸ 


( 6 ) 


⑺ 


(参见第二章中的 §3 a ). 

因此，对于这样的模型来说，波 动率〜 的 估计问 题归结为系数 a 0) a ir .. , a p 
的参 教估计 问题. 

还存在另一些波动率估计方法，例如非参数方法.这样，如果、=+ 
n 彡1,其中 " =(〜）和 a =是平稳序列，那么 对于〜 的自然估计是标准估计 




⑻ 


其中 h n = — ^2 hk - 

值得注是，经验波动率3 =(心)0也可看作某个金融统计指数,因而对它 
进行分析,也可应用与研究价格 S = ( S n ) n ^ i 本身时一样的方法论和技巧. 

出于这一目的，我们引入量 


r n = In ， n > 2. (9) 

C^n-l 

多项观察和出版物（例如， [386; 第10章])指出，对数收益量 F 二 ( r n ) n>2 快速变 
化自己的值，表明值^和 f n+1 (n ^ 2) 之间呈负相关.如果取 S & P 500 指数为例，并 
对相应的量 F 二 ( r n ) n ^2 应用尺 AS - 分析（参见第三章 §2 a 以及本章的第 4 节)，那么 
负相关效应将被完全证实.这里量 F = ( 匕） 的一阶逼近可认为是高斯的，因而其负 
相关性（与所观察到的自相似性 一起） 可看作有利于这样的 论点： 这一序列是 Hurst 

参数 M < 1/2 的分形 噪声. （根据 [386] ,对于指数 S&P500, 参数 H w 0.31.) 


4. 认清波动率概念的重要性在很大程度上归功于 F . Black 和 M . Scholes 1973 
年的著名论文 [44], 其中给出了标准买人期权的公平（合理）价格 Qr 的公式（参见 
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第一章中的 § lb ). 根据这一公式，量 C T 不依赖于 m (—眼看来令人惊讶的事实!)，但 
依赖于 波动率 a 的值，它们都在确定股票价格 *9 = (S t ) t>0 演变的公 式中： 

= S 0 e H \ H t 二 aW t + (^ ™ y) ^ ⑽ 

其中 W = (^) t ^ o 是标准维纳过程. 

当然，在模型 （10) 中的波动率 a 首先假定为常数，其次假定为已知常数，这都 

不太现实.因此，越来越清楚的是，在实际中应用 Black 和 Scholes 的公式时,至少要 

求波动率可能值的某种近似表示，而这不仅对于确定期权的公平价格，并且对于确 
定对价格决定采用第一章 § lb 中的公式 （9) 和 （10) 的模型所带来的风险程度，都是 
必要的. 

在这一联系中，应该讨论的还有一个通向波动率概念的（经验）通道，其定义运 

，用了 Black-Scholes 公式，以及在证券市场上的期权的现实价格. 

为了给出对应的定义，记 C t = C t (a;T) 为在时刻 （ < T 购买在到期时刻 T 有 
f T = (S T — K) + 的标准欧式买入期权的价格的（理论）值. 

价格 Q 是理论价格.在实践中，它也是时刻 t 的价格 Q 的实际解释，它可以用 
来求下列方程 的根： 

C t ^C t {(7 ； T). (11) 

这样求得的值 c 记作丸称 为隐含 （ implied ) 波动率,并认为它是真实波动率的好估 

计量. 

应该注意到，就其自身的性态特征而言， 隐含波动率类 似于用（在连续时间情形 

下）类型 （8) 的公式来确定的 经验波动率. 这时其负相关性和分形结构极为清晰可见 
(参见例如， [386; 第10章 ]). 

5. 我们讨论另一个通向波动率定义的途径，它基于考察过程// = (H t ) t ^ 0 的变 
差特征，后者是由价格 S = (^ t )^ o 来确定的，& = Soe H ^ . 许多统计观察以及经济论 
证都有利于说，过程丑= ( H t ) t 钟 具有自相 似性， 它特别是意味着，量丑 ,+△ -历的 
分布律对于 不同的 A >0来说具有某种相似性（参见第三章中的第二节). 

我们记得，如果 H = B m 是分形布朗运动，那么对于每个 A > 0和 O 0,有 

E |^+ △- 历卜 (12) 

以及 

二 A 2M (13) 

对于参数满足0 < a < 2的严格 a - 稳定 Levy 运动来说， 

△-历卜 E | if A | = △ 1 / a E | iJ 1 |_ (14) 


• 314 * 


第四章金融数据的统计分析 


因此,记 H = l / a } 我们求得 


(15) 

它类似于对于分形布朗运动的公式 (12). 

所引入的公式和基于大数定律的考虑表明引入变差特征很自然，并且还表明， 
在此基础上可自然地进行下列问题的统计 检验： 参与价格 *9 = (5 t ) t > o 形成的过程 
丑= ( H t ) t ^ 0 是否是分形布朗运动类型或 a - 稳定 Levy 运动类型的自相似过程. 

这时，应该强调,从统计分析的视角来看，不同的投资者群可能对不同的 时间间 

隔和时间视野感兴趣. 

这样，对于短期投资者来说，有价值的是对于短时间间隔 △ > 0 (几分钟甚至几 
秒钟）在时刻4 kA 0) 的价格值 S = ( S t ) t ^ o 的 数据. 对于长期投资者来 
说，他们对类似的信息不感兴趣，而对于他们来说,有价值的是有关价格在长时间间 
隔（月，甚至年）中的变化数据，具有（无论是周期性的，还是非周期性的）循环及其 
持续的信息，以及关于倾向现象的信息等等. 

考虑到这一点，我们将在以后明确指出可选择的时间间隔 A 以及区间 （ a ，6] ; 前 

者的选取是用来作为刻画投资者时间尺度的度量单位，后者的选取则是因为我们对 
所考察的金融指数在这一区间上的演变 和变化 特征有兴趣. 

6. 关于在时间区间 ( a , b \ 上有良好表示的过程丑= ( H t ) t>0 的变化可通过下列 
△-变差来刻画： 

Var ( a , 6 i ( ff ; A ) 二 ^；|丑〜 - 」， (16) 

其中求和对于所有这样的 A : 来 进行： 对于它们来说 ， a < 4 -i < t “ b ， 并且所有 k 
形为 kA ‘ 

显然， 对 ( H t ) a ⑽“足够正则 I ”的函数（实现）和小 △ > 0,量 Var( a ，以丑 ; △) 
迫近于 ^ 

Var (a , 6] (^)= f \ dH s \, (17) 

J a 

它按定义为 

sup^|i?t fc ( 18 ) 

其中 sup 对区间 ( a , 6] 的所有使得 a = t 0 < h < h < … < t n 彡 b 的有限分划 

(艺0, ... ， 亡 n ) 来取 • 

在对过程丑二 ( Ht )^ o 进行统计分析时，假定有均匀的增量，有价值的不是对 
A - 变差进行运作，而是对下列规范量进行 运作： 

na , b] (If; A) = V - r( -~ ^ ； - ) , (19) 

它将被称为是在 ( a , b \ 上的（经验） △-波动率. 
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同时考察下列阶为 J > 0的 A - 波动率经常是有 益的： 

⑻ Var H (孖; △) 

L^T. 

其中 

Var 仏 (丑; = 历 fe — 

而求和与 （ 16) 中所进行的一样， 

注意,对于分形布朗运动 H ^ B m 来说，当 A — 0时， 

{ oo , 0 < M < |， 

( b-al H =!， 

0 ， |<EK1 ， 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


其中“二”意味着按概率收敛. 

如果丑是严格 a - 稳定 Levy 运动，0 < a < 2,那么当 A -> 0时， 


Var (!!6](^ A ) 4 o- 


(23) 


注 2 . 具有性质（ 23 )的随机 过程孖 = ( H t ) t>0 自然称 为零能量过程 （参见例 
如， [166]). 从而，由 （ 22) 和 （ 23) 导出，满足 1/2 < M ^ 1 的分形布朗运动和有 
H = 1 /a > 1/2的严格 a - 稳定 Levy 过程都是零能量过程. 

7. 借助于后面叙述的咒/&分析（参见第4节）对波动率进行统计研究，可用来 
解释一系列引人注目和出人意料的性质,使得人们有可能检验关 于丑二 ( H t ) t>0 (* 
连续时间情形下）和好= ( H n ) n>0 (在离散时间情形下）的时空结构的这样那样的 
假设.例如，对于许多金融指数来说,相当肯定的是应 该验证 形成序 列丑二 ( H n ) n ^ 0 
的量 、 （n > 1) 的独立性假设.（在连续时间情形下，这对应假设丑= (^)^ o 是否 
是独立增量过程 

同时， A - 波动率分析和尺 AS - 统计分析都有利于说，量心 （n > 1) 其实有足够的 
强后效 性质，它为期待对未来价格运动作出“非 平凡” 预测提供了基础. 

对于许多金融指数（股票，债券, Dow 型指数， S & P 500 指数等等）来说都显露出 
波动率的分形结构.这时,最为突出的是货币汇率，对此我们将在下一节中提及. 


§3 b . 汇率波动率的预测和分形结构 

1.在 § lb 中曾经引进在一昼夜中和在一周中获得的标记数的数据（参见图29 
和 30). 这些数据清楚地表明具有 

一昼夜 内 的不均匀性 
和 
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昼夜循环（周期性). 

如果把过程丑二 ( H t ) t >0 表示为下列形式（比较 § lc 中的公式 ⑺)： 

Ht = ^2 hr ^ 1 ^ Tk < 亡)， ⑴ 

其中= ln |^， 那么可以说，图29和30描述的仅仅是由什么来确定过程丑的 

^>0 

2寸间”成分，即出现标记 （ Tfc ) 的时刻，而不是要给出“相”成分序列 （& J 或化) 
( h k — h \^ y ) 的性态的表示（参见 § 2 b 中的记号) • 

上面所^入的基于转化为 A - 变差 Var ( a ， b ] (/ f ; A ) 的△-波动率概念可用来获得 
过程丑和互既按时间、又按相变量的变化“活跃程度”的直观表示. 

为了这一0的，我们考察波动率，， &] (巧 A ). 

我们立即注意到，如果 a ~ {k — 1) A , b — fcA , 那么 

V((fc—l)A ， fcA] ( 好 ; △) = \HkA — 好 (fc—1 )a| = |/ifc| (2) 


(参见 §2 b 中的记号). 

我们选取汇率 DEM/USD 作为研究对象,使得& = ( DEM / USD ) t , if t = ln ^. 

我们将令 A = 1小时，并在进行“昼夜”分析（按每周的格林威治时间的0$0 
开始计算时间）时取 


t = 1 ， 2，〜.，24 (小时) 

_ 

以及在进行“周”分析时取 


t = 1,2，，- - ,168 ( 小时 ). 

我们 察觉 ，168 ~ 24 x 7; 从而，值 t = 168 是指 一 •周 末. 

“Olsen &; Associates” 的内容丰富的数据库使得有可能对星期的每一天获得对 
于量 ni^l)A,kA}(H ； A) = \ h k \ 完全可靠的估计 • 

出于这一目的，我们将对数据库中的第一个周一的格林威治时间0:00开始考虑 

时间.如果 A = 1 小时，那么令 k - 1,2,.-- ,24, 我们得到区间 （ 0 ， 1] ， (1,2],... , 
(23,24], 它对应时间区间（按格林威治时间） 

(0:00,1:00], (1:00, 2:00], • •. , (23:00,24:00]. 

对整个周一按编号指数 j 对 \ H^l - H { ( ll 1)A \ 取算术平均值作为 

^((k-l)A,kA](H ； A). 

用类似的方式我们获得对周二 (A: = 25, ■ * • ,48 )， …， 直至对周日 （fc = 145, ... ， 168) 
的估计量 ％ fc - l ) A ， fcA ] (丑; △)• 


韵 r 价驗 去的 波刼率 $ 相关依赖性耜 层政 的 网欢迎您] 
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来自 [427] 的下面的图像（图 36 和 37) 直观地图示了在一周内△-波动率 


V 


((A: - 1) △ ， / cA] ( 丑 ; △] 


1^1 


在时间区间 （(/c - 1) △，/ cA ] (/c = I ， 2 ，...）上 的昼夜内的不均匀性和昼夜周期性 （循 
环性). 



图 36 根据路透社数据获得 的汇率 DEM/USD 的△-波动率的一昼夜内的图像 (1992.10.05— 

1993.09.26) 


0 . 0020 - 


0.0015 


0.0010 • 


0.0005 



0 24 48 72 96 120 144 168 

图 37 汇率 DEM 八 JSD 的△-波动率的一周内的图像 (△: = 1 小时).区间 （ 0,1], … ， (167,168] 对应按 • 
格林威治时间的时间区间 （ 0:00,1:00], … ,(23:00,24:00]. 数据来自路透社 （ 1992.10.05 — 1993.09.26) 


在考察相关性质时，所注意到的△-波动率性态上的昼夜周期性（循环性）效应 
也能观察到.下一节正是讨论这个问题，同时也要讨论由△-波动率的统计分析所得 
到的实际推荐结果. 

2. 我们转向△-波动率 <△) 三 ，，以 //;△) 在固定 f 时作为 △ 的函数的性质， 
其中以色 (△) 表示它的估计量 A ). 

我们取充分大的《，比如 i = r ， 其中 r = 1年，并且对于不同的 △ 值求岀 p T ( A ). 
不久以前（参见例如， [204], [362], [386] , [427]), 揭示了 FX - 市场以至某些其他市场所 


WWW .551 88。00刚最好的股票论坛理想在线证券网欢迎您 U 
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固有的相当独特的性质，即 A - 波动率在下列意义下是 高度正则的： 

P t ( A ) « C t A h , (3) 

其中为依赖于所考察的汇率的常数，而对于主要货币 M ^ 0.585. 

为了使关系式 （3) 有更确定的意义，我们考察 IiiPt ( A ) 作为 lnA 的函数的统 
计数据，其中 △ 的值在一个很广的区间中 取：从 10分钟=600秒一直到2个月 

= 2 x 30 x 24 x 60 x 60秒二5 184000秒. 



6,0 8,0 10.0 12.0 14.0 16.0 


图 38 △-波动率 P t (A) 的分形结构的解释.纵轴上置以 \ nV T ( A ) 的作为 In A 的函数的值 

图38上的直线是由最小二乘法引入的，它表明，经验数据很好地聚集在斜率为 
0.585 的直线上.尤其是，由 （3) 可断定,对于大波动率 u t ( A ) 作为 △ 的函数 

有 Hurst 指数 H 兰 0.585 的分形结构. 

正如我们在上面的 §3 a 中看到，对于布朗运动 7 E | i / A | = V ^ A 1 ' 对于有指数 
为 M 的分形布朗运动， E | H A | = v /2/7 rA H , 而对于 a > 1 的严格 a - 稳定 Levy 过程， 
E | 丑= E |^| A m ， 其中 1 /a < 1. 

这样 一来， 用试验途径求得的值 M 二 0.585 > 1/2有利于假设过程丑 = ( 丑 t ) 可 
令人十分满意地或者用分形布朗运动，或者用参数^ ^ 1 a ^的稳定 

M 0.585 

Levy 过程来描述. 

注. 关于分形布朗运动的参数 M 的估计参见第三章 §2 c 的第6点. 

3. 我们回到图 36. 在这一图上,极为清晰可见活动程度的最小值和最大值的位 
置.格林威治时间4:00 (活动程度的最小值）对应东京、悉尼、新加坡、香港的午餐 
时间，这时 FX - 市场中的“生活”完全停滞.（在欧洲和美洲这时是深夜 .） 上面也已经 
注意到，活动程度的最大值 15:00) 对应欧洲的早下半日和美洲的交易日的开始. 

在一周的五个工作日中（周一到周五）（按日的）活动程度相当类似，这一活动 
程度本质上在周末降到 最低： 在周六和周日的大部分时间，活动程度实际上可认为 
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是零.到了周日的最后，当东亚市场的交易日开始时，活动程度开始提升. 

§3 c . 相关性质 

1. 我们再来考察汇率 DEM / USD , 正如上面所注意到 （§ la ， 第4点)，它以非常 
活跃地出现标记为特征（平时每分钟平均 3-4 个标记，而在高活跃日，每分钟15-20 

个标记，正如1994年7月曾经出现过的那样). 

上面描述的对出现标记和对△-波动率的周期性（循环性）效应也在对绝对变化 
\ AH \ 进行相关分析时明确.相应的结果将在下面的第3点中引人.我们从量 AF 
本身的相关分析的叙述开始. 

2 . 设氏二 ( DEM / USD ) t 和压 = In 我们以岛和总二 In 急 （ 与 § 2 b 中相 

对应）表示所得到的线性插值. ° ° 

选取某个时间区间△，并记 



其中4 =公厶 （ 在 §2 b 中这个量也记为 /4 f ); 根据 §3 b ， 绝对值二％—工办] (丑; △)■) 

令 △= 1分钟以及1,2, …， 60. 于是增量序列足，瓦 2 ,… ，瓦 60 对应一小时内 
的量孖(按每分钟）的增量序列.在这一(小时）区间中，可以认为序列 I ，… Jieo 


是平稳（均匀）的. ~ 

平稳序列$ = ( H .) 的相关依赖性的传统度量为它们的相关函数 




E.hnhn^-k — Eh n • E/i n +fc 






( 1 ) 


它在随机过程理论中通常称为自相关函数. 

由 “Olsen &: Associates ” 所进行的相应的统计分析（参见 [204]) 给出下列（经 
验）自相关函数？⑻图像，它是根据（很有代表性的） 1987.01.05—1993.01.05 期间的 

数据来求得的. 


在图39中清楚地可看到在4分钟等级的区间中的负 相关性 ( p ( l ) < 0, p (2) < 0, 
^(3) < 0, p (4) ^ 0). 这时，当4 < A : < 60时,斤⑻的值的大多数小于零， 

在这一意义下，可以认为， 值二和 L 当 |n - m | > 4分钟时，实际上是不相关 

的. 

我们注意到，在小区间 （|n - m |< 4分钟）中的 负相关效应在 [189], [191] 中预 
言，并且许多金融指数也有这样的表现（参见例如， [145] 和 [192]). 

在文献中可找到对增量 A # 在小时间区间上的负相关效应的各种解释.例如, 
在 [204] 中所引进的这个效应的解释归结为 7 在 FX •市场中的交易者远不是同质的， 
他们的兴趣可能“往各个方向走”，他们可能对获得的信息作不同的解释.当交易者 
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I -1-1-1-1-1- (- 

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 


图39汇率 DEM / USD 的增量序列 k =及‘ 一 = tzA ，△ = 1分钟）的经验自相关函数 

m 

得到指令说市场“失衡”时，他们经常在某个“方向”上避免价差变化.此外，许多银 
行系统颁， 1 过大价差卖价格与@相联系可参见著作 [192]. 

Cov { h n , h n ^ k ) = Eh n h n+k - Ehr . Eh ^ k 对于不大的值 fc 的负性效应的可能的 
“数学’’解释例如可如下作出（比较 [481]). 

设瓦：+…+瓦„，其中 Jt n 二 fin + CT n e n ，( 7 n 为 多 n — i -可测，而序列 （ e „) 为 

独立正态分布随机变量序列.量也可被认为 界 可测，根据许多统计数据，均 
值~显著小于〜（参见例如 § 2 b 的第 2 点中的表)，而实际上可认为它等于零. 

量瓦就是 ln ^, 其实并非总是确切 已知； 更现实的假定是，开始已知的不是 

_ Oo 

瓦，而是 § n ^ H n + 6 nf 其中（心）是某个白噪声，它刻画了由于所获得的价格值不 
是价格的真实状况、而带有不精确性所决定的噪声成分. 

我们将假定，（〜)有= 0 , E 巧 = C > 0 的独立随迅变笔序列 • 

于是对于取值为 /in = A / f n = / l n + (^n ― ^ n - l ) 的序列 /l = ( h n )， 我们求得 

Ehn — 0, E/i^ = Ecj^ + 2C 


以及 


E / i n / i n +i 


E(^n 

Ehfihn+fc 


S n -i)(S n+ 


5 n ) 




C , 


0, 


k>l. 


这样一来，协方差函数 








Cov(/i n , /^n+fc) ~ E / i ^/ in+fc — * [hji+k 


(假定 Ed 


Eof , n ^ l ) 由下列公式给出 




Cov(/i n ,/i n+fc ) 




Eaf + 2C, 

C , 

0 ， 


k 

k 




0, 


fc > 1* 
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3. 为了借助于相关分析方法来说明波动率的周期性（循环性）效应，我们采用 
下列方式. 

固定区间 A = 20分钟.设如= 0对应周日的格林威治时间0:00, h = A ^2 Q 
分钟， t 2 = 2A = 40 分钟， t 3 = 3A = 1 小时 ，…， t504 = 504A = 1 星期，…， ^2016 二 
2016 厶 = 4 星期 （= 1 月）. 

记二 = ，并设 


R ( k ) = 


Ej/i n ||/i n +fc| — E|/i n | E|/i n +/；；j 






( 2 ) 


是序列 ㈣ =(|^ l |, |^2|, …）的自相关函数. 



1992.10.5—1993.9.26 的 数据； [如]， [204]). 值 A : 二 S 04 对应 1 星期 ， fc = 2016对应4星期 


在图 40 中所描岀的图像对应对于 fc-0,1,. * ,2016 (即 四周） 的经验自相关函 
数 R ( k ). 这一图形清楚地表明，在有 | k | 二尚 w - H tn ^\ (厶二 t n - U 的 A - 波 
动率 | K | 二(|^|)^!的自相关函数有周期成分. 

已知,相关方法的威力完全在于当所考察的序列是平稳序列的时候.然而，正如 
我们所看到的， A - 波动率不具有这种性质，以至自然就产生这样的 问题： 怎样去“揉 
平”它，8卩，把它转换为平稳均勻序列. 

波动性的“揉平”程序称为去波动化.在下一节中我们将基于随机过程理论中 

所熟知的 时间替 换的概念以及 “Olsen & Associates ” 在分析 FX - 市场数据时系统运 
用的 “6 ►-时间”观念来讨论这一问题（参见 [90], [204] , [362]). 

§3 d . “去波动化运作时间 

1. 我们从下列充分说明去波动化（即揉平波动性）程序的基本步骤的例子开始. 
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设私=/〗 a ( u ) dB u , 其中 B = ( B t ) t ^ o 为标准布朗运动，而 cr = (( T ⑴) t ^ Q 是某 
个刻画在值私的陈述中附 加在必 u 0 O 上的“强度”、“活跃程度”的确定性函 
数.我们察觉，对于每个 n 八 

f n d 

h n = H n - Hn—i = ( j { u ) dB u = ( T n £ n , (1) 

Jn-l 

其中、〜/(0, 1 )，d a 2 { u ) du , W - 表示分布相重合的随机变量， 

这样一来，当过程丑 = { Ht ) t >0 的值只可能在离散时间时刻 n = 记录 

时,值、 三 札 — 的观察序列具有带零均值、但一般来说有不均匀的方差（波 
动率） d 的独立高斯随机变量序列 {( TnS ^ X 的十分简单的结构. 

下面的讨论给出一种把这些“不均匀”的 d (n > 1) 揉平的数据变换方法. 

记 t 

r ( t ) = j a 2 ( u ) du (2) 

Jo 

以及 t 

T *(^) = inf J cr 2 { u)du — (= inf { t : r ( t ) = 0})^ (3) 

其中 0^0. 

我们将假定， a ( t ) > 0 对于每个 f > 0 成立，义 a 2 ㈦ 也 < oo (在这一假定下，关 

于布朗运动 B = ( B u ) u >0 的随机积分 /q a ( u ) dB u 有定义；参见第三章中的 §3 c ), 并 
设当 f ^ oo 时 , /j a 2 ( u)du t oo . 

除了物理时间 t 彡0以外，我们还考察新的运作“心时间”，它由下列公式（按0 

来 定义： 

6 = r ( t ). (4) 

运作‘私时间”向物理时间的转换由下列逆变换来定义： 

t (5) 


我们察觉，由（3)， 

rr%e) 

I a 2 ( u)du = 9 y 

Jo 

即 r ( r *(<9)) 而这就是说， r *{ 9 ) = r " 1 ^), r *( r ( t ))= t . 

我们考察实现物理时间向运作时间变换的函数 0 = T ( t ). 
由于 ^ 

r^2 

O2 — Oi = I a 2 ( u ) du , 


⑹ 


⑺ 


故我们看到，活跃程度 a 2 ( n ) 越低，物理时间所变换的运作时间就越短，越被压缩（如 
图 41). 
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图41 ( 长）时期 [ t u t 2 ] 对于“低”活跃程度“压缩”为0-时间的（短）区间 [ 0 U 0 2 ] 的图示 

但是如果活跃程度 a 2 ( u ) 很高，那么所发生的就 相反： 物理时间的短区间 ( U , t 2 ) 
(参见图 42) 对应运作时间的长区间 {9 x ,0 2 ), 使得时间“延长”. 



图 42 ( 短）时期 [ t U t 2 ] 对于“高”活跃程度“延长，’为0-时间的（长）区间[01,0 2 ]的图示 

现在我们构成新过程 

HI - H，、, ⑻ 

它是在新的运作时间下进行的.这时很明显，从新过程丑*回归老过程是由下列公 
式来实 现的： 

历 = 丑;⑷， (9) 

因为 T *( r ( t )) = t . 

我们察觉,对于 n 

rr^{e 2 ) 

H e 2 - ^0!= 丑 t*(0 2 ) - H 丁， 0 二 a{u)dB u 

人 *(01) 




0 


/ ( r *((9 i ) < u ^ T ^{ 0 2 ))( j { u ) dB u . 
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由此看出，『是有独立增量的过程，且网= 0, = 0;同时，根据随机积分的性 

质（参见第三章中的 §3 c ), 


E | 丑 HI 


2 



{6 x ) < u 《 



本 


( 9 2 )) cr 2 ( u)du 



〆 (〜） 

* a 2 ( u)du = O2 — 0 i 



(后一 等式由 （6) 得到). 

由于过程好*也是高斯过程，故作为有独立增量、零均值、性质 （10) 和连续轨 
线的过程，这无非就是标准布朗运动，以至 

取 = f 6 a*(u)dH：, ( 11 ) 

Jo 


其中 cr *( u ) = 1. 

与表示式 Ft = il < u ) dB u 相比较，其中一般来说， a ⑻笋1,这表明，向运作 
时间的转换“揉平” 了活跃程度的特征^三 +)， 使得在新的“士时间”下变得均勻 

( a *( u ) = 1). 

我们在上面假定, a ㈦ 是非随机的.其实， H ； - H THe ) 也将是维纳过程，而 
在以 a ( u ) = a ( u ; co ) 的公式⑶所定义的随机时间替换下，仅仅有以概率1当 f — oo 
时，有 Jq o ' 2 ( u ; u;)du < 00 和 o - 2 ( u ; cu)du | oo . 然而，在确定性函数 a = a ( u ) 和随 

机的 a = a ( u ; cj ) 之间有本质区别 •. 在第一种情形下，所导人的时间替换 r ( t ) 
可事先计算，其中也包括对于“未 来的”时刻; 而在第二种情形下，这点做不到，因为 
“ 随机”时间替换对于不同的实现 CT = (u ^ 0) 是不同的. 

2. 现在转向某个序列 h = ( h n ) n>u h n = a n e n , 其中带不均匀活跃程度^ 
n > 1. 这时我们将把 n 看作物理（“老”）时间. 

我们定义时刻序列 


r *(0) — min < m ^ 1: Q 

I fc=i 

其中 0 取值为1,2, …， 并且将被看作运作（“新”）时间 * 

又设对于0二1,2,…， 


t"" {0—l)<k^r^ ($} 

其中⑼= 0. 

我们察觉， E % = 0以及方差 


Dh* e = D ^2 h k 

T -(0- l )< fc ^ T *(0) 


Y 1 ~ 1 

(9 — l)<k^T 1 * t (6) 


3. 价格中的波动率、相关依赖性和后效的统计 


. 325 . 


因为通常量4足够小(参见 §2 b 第2点的表). 

这样，就可以说，对新“化时间”的转换使不均匀的序列 /I 二 (h n ) n>1 转变为（几 
乎）均勻的序列 = 

在〜是随机的（〜= a n ( u ;)) 情形下，也要追求对于所有时刻（也包括对于未 
来）先验计算时间替换这一 目标； 这时可以运用上述“去波动化”的思路，把 al { uj ) 
取代为它的均值 Ea 〖( o ;)， 或者在具体的统计实践中，取代为这一均值的估计量. 

由表示式 /in = cr n e n 可见,在为多 n — 1 - 可测的假定下，数学期望 E /4 = Ea 三, 
而这就是说,作为的估计值，其中时刻 n 对应比如周一的格林威治时间的时间 
区间 （(n - l ) A , nA ]， 可取为根据数据库中可找到的对所有在这一时间段的周一统计 
数据来计算的 M 的算术平均值. 

在所引入的时间替换 （2) 中，所运用的是量 a ( u ) 的平方，当然,这不是获得时间 
替换 t^9 = r(t) 的唯一方式.例如，也可运用 \a(u)\ 来代替 a 2 (u). 

3•在 “Olsen & Associates ” 的著作 [90], [360]-[362]中，正是运用了这样的时间 
替换，并且断言，这种“去波动化”方法允许更好地“把握”周期性质，以及给出对于 
汇率 DEM / USD 的序列 | P | 的“去波动化”的值的自相关函数的性态的更“光滑，’ 
的图景. 


在著作 [90] 中可找到细节，我们现在只介绍他们关于序列 | P | 的值的自相关函 
数的性质的统计研究结果. 



正如在 §3c 的第 3 点上，我们将假定, A = 20 h n = H tn - H tn _ u t n 二 nA . 

在 §3c 的图 40 中，给出了如下定义的自相关函数的经验估计量 R ( k ) 的性态图 



九 n+fc _ E h n • E h Tl -^f c 



■ D h n +k 


( 12 ) 


由此可清楚地看出这一函数的周期结构. 

在著作 [90] 中，经过去波动化程序和转换为新的运作-时间’’以后，就能得到 
对于分析来说非常有意思的序列= (\ h * e \) e>1 的 经验相 关函数 R *(0) (9 ^ 0) 的图 
像(参见图 43). 同时也给出实现把运作时间 0 转换为物理时间 Z 的函数 r %6):0 ^t 
的图像（在所考察的汇率 DEM/USD 的情形下，参见图 44; 这时新时间被这样规范 
化： 物理时间的一周对应运作时间的一周). 

由图 44 可见，在每周的五个交易日里， i = r *(0) 的依赖关系照例是线性的.到 
了周末， FX- 市场的运营活跃程度停滞，（周末）物理时间的大区间对应运作时间的小 
区间，它尤其是对于交易业务有其意义. 


4. 应该注意到，在 FX - 市场分析中，为了 “降低”周期成分，上面所运用的去 
波动化方法远不是唯一可应用的.例如，我们指出，在著作[7]，[13]， [306] 中应用了 
各种各样的 技巧： 线性与非线性回归分析，基于 Fourier 变换的方法，运用计算机程 
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图 43 对于汇率 DEM/USD 的以运作 “6> -时间”来刻画的去波动化值的序列= (| h；|)^i 的经 
验自相关函数 R *( 6 ) y 区间 A 0 = 20 分钟； [90] 



图 44 运作时间变为物理时间的变换 t = r *( 0 ) 的图像.横轴是运作 0 -时间（单位是 小时； 168 小时 
对应 1 周).纵轴是物理时间； [90] 

序（神经网络 ； neural networking ) 在金融数据的时间序列中求出过去的类似的片断. 
L L . Legostaev 与本作者的著作 [297] 也与这类问题 有关； 这一研究起因于 A . N , 
Kolmogorov , 其中（与描述太阳活动的 Wolf 数的研究相联系）为分析包含在带附加 

“白噪声，’ ％的过程& ( O 卜 中的“趋向”成分/⑷，应用了 极小极 
大方法，使得它与通常的回归分析相比，可大大扩充所考察的趋向/⑷的种类.这 

种方法的进一步研究参见[45]， [338] , [416], 以及这些著作的作者的其他研究. 

5. 作为结束，我们介绍用去波动化方法分离出来的汇率 CHF / USD 中的“活跃 
程度，’的周期成分（参见 §3 b ) 的图像（参见 [90]; 也比较 §3 b 中的图 37). 
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由所画岀的图 45 中，可清楚地看出（一周中的昼夜）周期成分的“ 地理” 结构, 
它刻画了三个不同的 FX - 市场（东亚市场，欧洲市场和美洲市场）的活跃程度的不同 
交易时间•在 [90] 中，又给出了这一成分的有意义的对应这三个市场的三个周期分 
量的分解，它可用来在预测汇率的未来运动时更准确地考虑所具有的周期性 因素. 



图 45 标出的曲线是汇率 CHF/USD 中的“活跃 程度” 的周期成分 （168 小时对应 1 周) 


§3 e . 价格中的“聚集”现象和后效 

1. 在我们出发的模式中，假定汇率、价格 S = ( S t ) t>0 及其对数好= ( H t ) t>0 
( I/ t = In 急)用带离散干涉机会的随机过程来 描述： 

St = So -h S TrJ ( 丁 n O ⑴ 

n^l 

以及 

H t = ^2 h rJi T n ^ 0- (2) 

n^l 

今后我们把它转换为它的连续修正沒 =(5,)^0, H = ( H t ) t ^ 而最后$值 L = 
H tn ~ 其中 in - in-i = △. 正是对于这些有间隔 △= 1分钟的量 K n ， 我们曾 

经讨论过对于不大的值 A : = 1,2,3,4 (分钟）的自相关珂岣= Eh n h n+k - Ehr . Ehn ^ 

的负性.对于大 / C 值，自相关接近于零，因而，对于这样的 / C ， 量和 h n+k 可认为 
(实际上）是不相关的. 

当然， 这远 不是意味着它们相互独立， 而不相互独立被 §3c 中的对经验自相关函 
数 _ 的分析所证实（全都是为考察汇率 DEM/USD 的性态而引人的). 


漏亂55188。00刚最好的股票论坛理想在线证券网欢迎您 U 
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下一步（去 波动化 程序）^助于 f 换为新的运作时间，使得“活跃程度”被揉平, 
而这种转换是通过考虑过 程豆二 ( H t ) t ^ 0 的值的变化“活跃程度”的各个时期来形 
成的， 

正如由序列 (\ h n \) n >1 的统计分析所看到，所考察的对于新的运作‘也时间”的 
自相关函数哀， ) ， 

1) 对0的小值充分大； 

2) 随着0的增长充分慢地递减. 

在著作 [90] 中断定，在以月计的时间区间上， R *(0) 能足够好地用幂关系来“把 

握”： 

R *{9) - k 9~ a , 0 — 00, (3) 

而不是可能期待的指数 关系： 

R *(0) - A : exp (—妒)， 0 — 00， (4) 

后者在金融数学中对于许多模型（例如， ARCH , GARCH , 详情参见 [ I 93 ] 和 [202]) 

成立. 

经验自相关函数 R ^(6) 足够缓慢地递减的事实有重要的实际推论.它意味着，在 
价格中实际上是有强后效的，或者再次形象地说，“价格记得过去”.尤其是，它对于预 
测价格的未来运动的可能性带来一定的 希望； 为此，当然需要建立序列 h = ( h n ) n>1 
的模型，其中至少相关性质是与实际中所观察到的相似.参见与此有关的[89]， [360] 
和第二章 §3 b . 

2 . “自相关对小 0 值充分大”这一状况，可作为所观察到的用波动率来度 
量的“活跃程度” 的聚集 （结队）效应的一种令人信服的解释. 

早在1963年发表的 B . Mandelbrot 著作 [322] 中已知的这种效应的实质在于， 

照例，等待在波动率 大值后 g 的还是 大值，而小值后面 的还是 小值. 

&句话说，如果变 化值&| = 1岳„ - ^,1较大，那么（以充分大的概率）跟随 
的值|^ + 1 1 也将较大.如果巧 n | 较小，那么（以充分大的概率）跟随的值也将较小. 
直观上这一性质在图46上和对于许多金融指数的实际观察清晰可见. 

我们注意到，聚集性现象也被在下一节所考察的 n / s-^mm “把握”. 

4. 统计 7 e /«5- 分析 

§4 a . 兄 / S - 分析的来源和方法论 

1. 在前一章的 §2 a 中已描述过 G , Hurst ([236]; 1951年）发现的尼罗河逐年流 
量的统计数据中的长记忆和自相似现象，而因此促使 Hurst 创建了所谓尺 AS - 分析. 
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. 统计 n / s - 分场 


0.010 

0.005 

0.000 

-0.005 

- 0.010 

0 504 1008 1512 2016 

图46汇率 DEM / USD 的量4 = h [^ 中的聚集现象（根据路透社 1992.10.5 — *1992.11.2 的 数据; 
[427]). 时间区间 A = 20 分钟; 值50 4 对应 一周； 2016对应四周•量的“大小”值的‘‘聚集”呈 
现清晰 

这种研究方法在统计实践中并不广为人知，尽管它无疑令人瞩目.这是因为相 
当稳健的 Hurst 方法可用来揭示统计数据中诸如序列值的聚 集性，追随趋向方向的 

趋向（倾向持续性， persistence ), 强后效性，强记忆性，快速交替性（反持续性， an - 

tipersistence )， 分形性，具有周期和非周期的循环， 噪声的“随机本性”和“混沌本性” 
的 区分特 征等等性质. 

除了 G . Hurst 的奠基著作 [236] 以外，在咒/义分析理论发展上， B . Mandelbrot 
及其合作者的著作 ([314], [316]-[319]，[321]-[325]，[327]-[329])以及 E . Peters 的著作 

及其两本专著 [385], [386] ,都对其方法论及其应用起着卓著的作用，其中包含大量 
(照例 是描述性的）有关咒/&分析对金融市场的应用的资料. 



设 


( S n ) n >0 是某个金融指数 


尺/&分析应用于序列 
我们形成量私 I = hi + 


In 弄， n>l. 


• • ■ 


{ h n ) n ^ i 性质研究的实质在于如下. 

+办 „， n > 1,并假定（比较第三章 §2 a ) 


n 7 


I 




- H n ) - min 

71 / k^n 


H k 


k 




n 




⑴ 


量 k 三土是由样本 ( h u h 2 , …， h n ) 所构造 的经验均值， 因而， H k - - H n = 

n n 

会 (hi — H n ) 是 与经验均值 - H n 的 偏差量 .量本身刻画的是这些偏差 

i-1 n 

H k - ~ H n 斤彡 n ) 的“幅度，’. 

n 

又设 
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是经验方差以及 


Qn 


Kn 

S Tl 


(3) 


是积聚和 H k (k < n ) 的规范 幅度， 或者调 整幅度 （根据 [157] 中的 术语; 其英文版本 

是“积聚和丑 fc ( A : 彡 n ) 的调整范围 (the adjusted range of the cumulative sums iiffc ， 

k ( n )”). 

由公式 (1)-(3) 我们看到，量 Sn 具有关于变换 /ifc — c(hk + m ) (k > 1) 不变的 

重要 性质; 这种很有价值的品质使它的统计量成为非 参数的 （至少从与量心以> 1) 
的分布的前两阶矩的值无关的视角来看是这样 y 


3.在 h u h 2 , … 是有 E / i n = 0, = 1的独立同分布的随机变量序列的情形 

下， V . Feller [157] 对于大 n 建立了 

E 7 Z n ~ ’ 2 1.2533 … x n " 2 ) ⑷ 


以及 




(= 0.07414 … x n ). 


⑻ 


这个结果首先可理解为，如果运用 Donsker - Prohorov 不变性原理（参见例如, 
[39], [250]), 从而根据它可得渐近分布 1 l n /^ i 重合于布 朗桥逆 =(埤)的幅度 


R * 


su 


P ^° 




inf 


t^l 


的分布，这里布朗桥可定义为 


⑹ 




⑺ 


其中 B 是标准布朗运动（参见第二章中的 §3 a ). 

其实，我们考察量 



二 max 

\H k 

kHn 

-- min 

\H k 

kH n 

^/n 



n \/ n _ 

fc^n 

_ V ^ 

n y / n ^ 


⑻ 


对应 不变性 （换句话说，与量心的具体分布形式的无关性）观念本身，在求 
n — oo 时的 7 Zn / y / n 的极限分布时，可假定心有标准正态分布 ^(0,1). 于是，如 
^ B = { B t ) t ^o 是标准布朗运动，那么样本 { H k /^ fc - 1 ,--* ? n } 的概率分布和 
{ B k/n ,k = l r - , n } 的概率分布相重合,也就是说， 


n 
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max 





^1} 


[ B t ~ 他] 


mm 





J 


,1} 


[Bt 


tB x 




max 


{t : t 


n — 1 






mm 


{* 


4} 


B° t 


⑼ 


其中表示随机变量按分布相等. 

由此变得很明显，当 n 4 oo 时， TZn / y / n 的概率分布（弱）收敛于统计量的 

分布.（我们注意到，函数 (max — min )(-) 在右连续和有左极限的函数空间上连续.关 
于这点和关于在这样的函数空间上的测度的弱收敛，参见例如，[391， [250; 第 VI 章]， 
[304; 第6章] .) 

对于分布函数 F *( x ) - P(/T 彡 X )， 已知其密度 r ( x ) 有如下显式（参见 [157] 
中的 (4.3)): 

oo 

f *( x ) = xe n ( x ) + — — l ) o ：) — e f ( kx )\ 

k—1 

+ (k — l ) 2 xe ,f ((k — 1 ) 2 ：) 4 - k 2 xe tf { kx )^, (10) 

其中 e ( o ：) = e - 2 " 2 . (也可比较第三章 §2 c 第 4 点中对于瓦的分布 .） 

运用这个公式,不难求得 



顺便我们察觉， Esu P | 叫二 V ^/2; 参见第三章中的 §3 b . 尤其是，两个统计量 iT 和 


sup I B t I 的均值 重合. 


4. 如果假定量 h u h 2 , … 独立同分布，且 E 心二0, D/o = 1，那么当 n — oo 时， 
以概率1有纪 — 1 (强大数定律).因此，当 n — oo 时,极限分布 Q n /^ i 也将与 iT 
的分布重合. 


Qn 的分布与量、 （ A : < n ) 的均值和方差无关.这一 “非参数”性质导致下列允 
许（以某种置信度）回答下列假设 ( J ^ o ) 的判别 准则： 所考察的价格服 从随机游走模 
式，它是有效运作市场经典概念的基础（参见第一章中的 §§2 a , 2 e ). 

这一基于咒 AS - 统 if 的判别准则在思路上的实质在于如下 （ G . Hurst , [236] ; [329], 


[386]). 

如果假设篇成立,那么对于充分大的 n , IZn /^ n 必定“接近”于 Eo ^- 
由此求得 77 




(当然，这个表达式正如下面引人的关系式 （13) 和 （14) 那样，必须和可能赋以运用 

极限定理陈述的精确的概率含义.我们不将在这里阐述这点，而只停留在经常在统 
计实践中采用的“自然”理解的层次 .：> 

这样，在值（按其自己的轴）的对数尺度下 In _必定（在 假设為 成立的情形 
下）沿着直线 a + ^Inn “分组' 其中 a - In ^/2 •见图 47). 
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0.0 ^- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - ► 

0.5 1,0 1.5 2,0 2,5 3.0 3.5 Inn 


图 47 兄 A 5- 分析图解（假设辦)成立的情形） 

这一图解清楚地阐明了兄 /<s- 分析 方法： 根据统计数据（按对数尺度）列出点 
( lnn ， ln |^， 再按最小二乘法导出直线、 +i nlnn . 如果发现值以“显著方式” 

不同于 1/2, 那么 假设娜 应该被拒绝.（对应日常的统计分析方法，自然必须在假设 
爲 正确的情形下，能够计算在多大程度上 L 显著偏离 1/2. 应该注意到，这不是一 


个简单的问题，因为很难对于有限的 n 求出统计量 Un / Sn 的 分布; 关于这一点的某 
些情况将在下面的第6点说到 .） 

G. Hurst 的研究的主要价值在于，他（用兄 /<S- 分析方法）发现，取代（对于尼罗 
河和其他河流）所期待的性质 


1/2 

- cn 1 ， 


(13) 


其实它是 



其中 M 显著大于 1/2. 


(14) 


5. 如果试验研究导致性质 （14) (有点出人意料地）满足，那么就会提出这样的 
问题: 对于序列 h - ( h n ) n >1 的怎样的模型才有可能使这样的性质成立. 

与此同时,必定也要对这样的事实给出相应的 解释： 在许多情形下，参数值 M > 
1/2. (下面我们看到，解释之一在于&二（心是有长记忆和正相关的系统 .） 

关于这方面，我们将基于著作 [316], [319], 介 绍一系列基本观察，同时也 介绍计 
算机的数值计算以及一系列有关尺 /<?- 分析的结果. 

照例，对于有“弱依赖性” （Markov 型，自回归型等等）的序列 /i = ( h n ) n>1 来 
说， Hurst 参数 M 接近于 1/2. 在这一情形下，通常说，系统九=(/^你有“有限 
^/<S- 记忆”. 

如果心=⑻- Bu(n - 1 )， n > 1,其中匈=(办⑴ ) qo 是分形布朗运动 
(第三章 §2b), 那么^原来渐近地有非平凡 （n — oo) 极限分布，它在某种含糊的 
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解释下，记作关系式 （14) 的形式，尤其是，如果统计研究给出0 < H < 1和 M ¥ 1/2, 

那么可用来作为解释类似现象的备选对象之一 是分形高斯噪声. 

我们记得（参见第三章中的 §2 c ), 对于这样的噪声，当 H > 1/2时,相关是正的， 
而当 H < 1/2时，相关是负的.这一情况说明，为什么在前一种情形下，可说具有保 

持运动趋向 （“持续性 ( persistence )" ;如果在系统中产生增长，那么有很大的机会使 

得这一增长继续)，“强记忆”，“强后效”. 

在著作 [386] 中强调，在文献中流传在金融时间序列中只能观察到 HI > 1/2 的 
情形的见解并不符合实际.情形 M < 1/2也成立，并且它可在波动率的增益量的性 
态中观察到（参见第三章 §2d 中的第 5 点和 §4b 中的第 3 点)，它由序列 h = ( h n ) n>1 
的值中的强交替性 （“反 持续性 （ antipersistence )”） 来刻画. 

6. 正如上面已经注意到，在运用尺 AS - 分析时，为了在假设关系式 （14) 中确定 
参数当然必定要确定,在多大程度上关于值 M 所作的结论与模型相拟合. 

换句话说，这里产生通常的统计推断的可靠性问题，与此相联系的是它也转向 
数理统计中的“拟合检验”，“显著性检验”等等. 

与此相联系的是应该注意到，统计量的复杂性使得甚至在“零”假设戈& 

假定成立时，都不可能对于各种不同的 n 值录得其概率分布的令人满意的公式.（然 

而，在著作 [8] 中考察了均值 E 0 穿的性态问题，其中求均值 E 。 是符合假设萬成 

立的假定的 .：） n 

在 尺 /5- 分析中广泛运用 Monte-Carlo 方法（参见例如， [317], [329], [385] , [386] ) , 

特别是为了确定这种分析在多大程度上能给出未知值 M 的令人满意的估计时更是 
如此，它们都说明了所注意到的复杂性. 

7. 在用理论模型预测实际统计数据时，自然要从容易进行分析研究的简单模式 
开始.在这方面，当描述序列 A = ( h n ) n>1 的概率结构时会非常自然地假定，这是有 
参数满足0 < H < 1的分形高斯噪声.在 M = 1/2的情形下，我们就得到通常的布 

朗 运动； 它是构造许多模型的基础，无论模型是线性的 { AR , MA , ARMA ), 还是非线 
14的 { ARCH , GARCH ). 

咒/&分析在序列 /I = ( h n ) n>1 是分形高斯噪声序列的模型中给出了很好的结果 
(参见 [317], [329], [385] ; [386]). 在把这一方法用到其他模型时，有价值的是除了考察 

统计量 Q n 三与 以外,还要引入统计量 

4 

对它作简单的直观分析就经常导得很有内容的统计推断. 

基于在这种思想的分析，在白噪声的情形下 （H = 1/2)，当 n 很大时，统计量必 
定越来越稳定 （ V n — C ，其中 c 是某个常数，而收敛性是在某个适当的概率意义下). 
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如果 A = ( h n ) n >1 是有 M > I / 2 的分形高斯噪声，那么值必定（随着 n 的增 
长而） 增长； 而相反，当 M < 1 / 2 时, V n 必定减小. 

为此,我们转向最简单的模型： 一 阶自回归模型 （4 丑⑴） 

h n — a 0 -\- ai / i n -i + £ n , n ^ 1 , (16) 


其性态完全由“噪声”量和初值如来确定. 

如果对于这个模型（根据值 h = (/ inWi ) 形成量 V = ( V n ) n > !, 那么可以察觉， 
它们随 n 的增长而增长.但是这完全不是说我们有一个有 IH > 1 / 2 的分形高斯噪声 
型的 模型； 简单的理由在于，这种增长在原理上可能并非因为序列 e = ( en )^ 具有 
分形性， 而是因为在 （16) 中 具有线 性依赖关系. 

因此，在阐释序列 e = (、: Ly 的“随机”本性时，自然不对量办= ( h n ) n> i M 
运作，而是对线性化的量 M = ( h ° n ) n >1 来运作，其中 hP n ^ h n - ( a 0 + aA - J ，而 a 0 
和 ai —般来说是未知的参数 a 。 和 ai 的某种估计量. 

如果比方说，对量 /I = ( h n ) n >1 根据 （16) 以高斯白噪声 e = ( £ n ) n >1 来建模，那 
么我们求得按 V = { h ° n ) n ^ i 构造的新量 K = V n (/ i °), 其性态正如有 1E = 1 / 2 的分 
形高斯噪声所应该呈现的那样.下列图形 定性地 说明所描述的 现象： 


i 


1.4 


1.2 + 


1,0 


0.8 


V n ( h ) 



f l 


\Sn\Tl 

V n ( h 。) 


0.5 


L0 


1.5 


2,0 


2.5 


3.0 Inn 


图 48 对于模型 4 H (1) 的统计量 V n (hl V ° = V n m . 数学期望 E 0 在假设撕下计算 


如果考察线性模型 ARMA (1,1), 那么在定性关系中仍保持图48中所画 
出的图景（参见 [386; 第5章]) . 

在非线性模型 GXROT 的情形下，观察到的是实现 V n ⑻和与 
E 0 ( 5 ^) 的关系的另一种性态（参见图奶).首先， K ㈨ 和 V n (h。) 的性 

态相€类似，它可解释为量心之间缺乏线性依赖关系.其次，对于不大的 n ， V n (h) 
和 V n (h°) 的图像会稍稍走到 E 0 (n 彡 1) 的曲线的上面去，它反映白噪声 

在量 (h n ) n>1 的形成中表现为具有= 不强的持续性”.第三，随着 n 的增长，开始呈 
现“反持续性”效应. 

注.这些术语（“持续性”，“反持续性”等等）确切地反映了在分形高斯噪声型模 
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图 49 对于模型的统计量 V n { h ) 和 VS = V n ( h G ) 


型中的实质.然而， ARCH , <^4丑(7丑及其派生的非线性模型（第二章 §§3 a , 3 b ) 既不 
是分形模型，也不是自相似的.从而，为了说明这些模型中的所发现的“反持 续性” 
类型的效应，要求更精细的分析.尤为重要的是，在分析金融时间序列时，无论是用 
线性模型描述还是用非线性模型描述，都是非常流行的，并且必须了解，实际数据中 
有怎样的局部和整体时间性质可用这些模型来“把握”. 

8. 在第一章 §2 a 中曾说起过, M . Kendall [269] 在分析股票价格和交易时的原 
始想法是期望揭示其中的周期性和具有趋向的性态. 

市场分析，特别是“技术分析”代表人物所提出的市场分析（第一章 §2 e ), 其出 
发点首先是市场上应该有一定的周期性，应该有趋向，市场的动态变化带有节奏特 
征. 

这些状况说明，为什么在分析金融序列时,如此关注在实现中寻求相似、类同片 
断，以求运用在其性态上所发现的类似来预测未来的价格运动. 

统计尺/&分析不仅是描述上述“后效' “强记忆”、“持续性”和“反持 续性” 等 

效应的十分有效的方法，并且也是发现 周期循 环和非 周期循 环的好方法，（参见例如， 
[317], [319], [329]，[385]， [386],) 

有完全清晰可见的非周期循环性的系统的经典例子是太阳活动. 

如所周知,这种活动的适当指标是 阶〖 / 数， 它是由分布在太阳表面的“黑子”数 
所组成.根据大致150年的月数据以及简单的直观分析，明显地显示出具有11年的 
循环 • 

Wolf 数的 Te / S - 分析的结果 （[385; 第78 页]) 在图50中示意表示， 

参数 H 的估计量@导出量 0.54, 它证实了保持活动的某种趋向（“持续性”).由 
图50也清楚地可见，在11年附近 , In 的性态图景很少改变，由此使得值 

稳定化，它可以解释太阳活动具有 （11 年)&循环，其实，在具有周期或非周期循环日 
第二次、第三次等等循环中幅度量与第一次循环中得到的幅度量相比，不可能有大 
幅增长，同样准确的是经验方差照例是平稳化的.所有这些都说明，为什么咒/&分 
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图 50 Wolf 数的尺/&分析 （n = 1 月， 2.12 二 log 10 (12 , 11), h 


71 




Xti — x n — l 


, 〜是每月的 Wolf 数) 


析适用于发现太阳活动类型的现象的循环效应. 

作为结束，我们注意到，在分析统计动态系统时，通常涉及两种形式的噪声 ：“内 
部噪声”和“外部噪 声”； “内部噪声”由系统的统计特征（诸如太阳活动的随机本性) 
特殊确定，而“外部噪声”照例是与测量误差（例如,把不大的“黑团”算成一个“黑 
子。相联系的附加噪声. 

考虑到这些情况，应该强调，尺/:分析对于“外部噪声”是稳 健的； 再加上一句， 
这一特点使得它也是研究所考察的统计动态系统的“内部”随机本性的十分有效的 
方法. 

§4 b . 某些金融时间序列的尺/5-分析 

1. 我们得到兄 /< s - 分析怎样对分形模型的、线性和非线性模型“起作用”以及 
它可能怎样用于循环性问题的某种表示以后，自然试图把它应用于具 体的金 融时间 
序列（道琼斯指数， S & P 500 指数，股价，债券价格，汇率). 

我们已经不止一次地强调，这里再次提请 注意： 在分析金融数据时，极端重要的 
是要规定它的时间间隔△，而投资者、交易者或者其他市场活动者正是在这一时间 
间隔中计算数据.因此，运用 §2 b 的记号,我们将清楚地规定时间间隔△， 并以& 表 
示量= ln ^^, 其中&是我们感兴趣的金融指数在时刻 t 的值. 

1)A 

注. 有关兄/&分析对包括金融在内的时间序列的应用有大量的资料，它们包含 
在 [317], [323], [325], [327] , [329] 中以及更切题的出版物 [385], [386] 中.下面引进的 
相应分析结果的压缩叙述基本上根据书和 [386]. 

2. 道琼斯指数 ( DJIA ; 参见第一章 § lb 中的第6 点； 统计数据从1888年起发表 
在“华尔街日报 (The Wall Street Journal )” 上).我们将假定△二1天，5天， 2 0 天. 
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下列表格概述了尺 AS - 分析的 结果: 


△ 


1 天 
20 天 


观察值数 
N 

12 500 

2600 

650 


IHIjv 的估 
计值 

0.59 

0.61 

0.72 


循环性 

(天） 

1250 

1040 

1040 


如果考察统计量14的性态，那么可以察觉，它的值开始时随 



的增长而增长， 


随后（在 A = 20 

据中具有循环性. 

在日数据 M 


天的情形下）当 




(即经过1040天)，这一增长终止，表明在数 


1天）的分析中，统计量 K 大致增长到 



1250天，然后它的 


性态平稳化（比较 §4 a 中的图49)，表明出现循环（长度接近 四年； 这通常与美国的 
总统选举的四年周期相联系). 

3. S & P 500 指数（参见第一章 § lb 中的第6 点； 本章 §2 d 中的第2点）有“标 
记”结构，并且对此有一个相当庞大的数据库.从1950年1月到1988年6月的月 
数据 [385; 第8章 “A = 1月）的分析指出，如同道琼斯指数的情形那样，大致具有 
四年的循环性. 

更为细致的以 A 二1分钟， 5 分钟和30分钟的咒/&分析（根据1989年到1992 


更为细致的以 A 二1分钟，5分钟和30分钟的咒/&分析 
年的 数据； [386; 第9章 1) 对 Hurst 参数导出这样的估计值 ®: 


H 


0.603, 0.590 和0.653, 


⑴ 


它证实 S & P 500 指数运动中的趋向“持续性 


值得注意的是，由量 X 


In ( S n 

^n—1 


S nA ) 到线性补彳尝值 


K 




^71 


(ao + a\h n -i 


的转换使得对于 M 的相应的估计值减小（比较（1仆 


M 


0.551, 0.546 和0.594, 


它实际上接近于均值 E 0 硫(0.538,0,540,0.563)，它们是根据同样的样本在假设％成 
立的假定下求得的. 

所有这些都说明，看来，在短时间间隔下，传统的线性模型（甚至简单到如乂丑⑴ 
那样）就可以很好地描述指数 S & P 500 的性态的一阶逼近. 

有一种流传甚广的关于日内的高频数据的自回归特征的见解，说它是因为“日 
内”的交易者对最后的标记结果过度反应，在作出自己的决策时不能考虑对过去的 
值的“长记 忆”； 这一状况可作为这种见解的一种解释.然而，这一图景随着时间间隔 
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A 的增大而有所改变，而 A 决定了交易者的“决策”能力.特别是，比如对于 A = 1 
月，尺 /« S - 分析清晰地显示具有分形 结构； 它表现在值涵上，按48个月计算的 M 相 
当大 : H s 0.78 (根据1963年1月到1989年10月的 数据； [385; 第8章]) . 


正如上面已经解释, Hurst 参数的大值证实具有“持续性”，它可以导致趋向性和 


循环性， 


在所考察的情形下，甚至对量 K 的简单直观分析就能指出（比较 §4 a 中的图 
49) 具有四年循环 （48 月），它如同道琼斯指数情形下一样，经济循环的交替是由美国 
的总统选举所引起的. 

现在再 f 起下列这点是适宜的（参见 §3 a ): 对于 S & P 500 指数的日数据来说，其 
量^ = ln ^ -(其中经验离差心由 §3 a 中的公式⑻来确定）的兄 /< S - 分析指出, 

Hurst 参数计值大致等于0.31，远小于1/2,从而表明具有“反持续性”效应.这 

在直观上指出量 fn 具有快速交替的性质.换句话说,在每一时刻 n ， 系统“有记忆”， 
如果值心大于那么在下一个时刻值 a n +1 就很有可能小 于心. 

4. 对于股价的 兄/& 分析 不仅确定了它们的分形结构和揭示了具有循环性，并 
且还能 从风险 的视角来对它们进行比较.根据在著作 [385; 第8章]中引进的数据, 
对于 S & P 500 指数和一系列属于这一指数的公司的股价的 Hurst 参数 M = M (.) 和 
循环长度 C-C(-) 有下列值： 

H(S&P500)=0,78, C(S&P500)=46 ， 

H(Apple Computer)=0.75, C(Apple Computer)=18, 

H(Consolidation Edison)=0. 68 ， C(Consolidation Edison)=0,90. 

正如我们所看到的， S&P500 指数的 Hurst 指数比它的组成公司的要大_我们也 

看到 ， Apple Computer (苹 果计 算机） 的参数 EI 足够高 （ 0.75 )， 比起比如 Consolidation 

Edison (爱迪生联合公司）的来要大得多. 

现在我们注意到，当 IH 二1时，（标准）分形布朗运动 B ^ t ) = 其中 C 是有均 

值0和方差1的正态分布随机变量.对于这个过程历=所有“随机性” 

都由量 （ 来确定，并且很明显，在所有参数满足0 < 1的分形布朗运动类中，这 

个过程是“噪声”最小的.尤其明显的是，当 H T 1时， 过程珣 的噪声成分变得越 
来越小，而这有其“金融” 解释： 对于用这样的过程所引出的模型（当 H T 1时）变 
得“风险越来越小”.（当 H T 1时，在过程匈弱收敛于历的框架下，对所陈述的关 
于噪声成分减小的断言可给出严格的意义.我们也察觉，相关函数阳 ㈨ = Eh k h n ^ k 
当 1 H > 1/2时是正的（保持运动趋向的“持续性”)，并且对于所有 n ， 当 H T 1时， 

pu ( n ) 1.) 

在著作 [385] 中注意到，这样的（用弱收敛术语的）解释，当所考察的过程有大 
Hurst 参数 H ， 而处于风险概念基础的方差不能定义时，特别有吸引力. 
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S & P 500 指数有较大的参数 H 这一事实说明基于这一指数进行证券交易比对公 
司股票进行交易风险较小，它自然要用分散化（参见第一章 §2 b ) 减小了噪声因素来 
解释. 

注 1. 我们强调,这里把“较小的风险”理解为“较小的噪声”，“较大的持续性”， 
它表现为力求保持运动方向.然而，应该强调，在有较大的 M 的系统中，存在 急剧变 
动运动方 向的可能性. 一 长串上扬后面会遇到一长串下跌. 

注 2. 回到各种股票的给定值 H 和 C ， 应该注意到在 [385] 中所作出的下列观 
察' 创新水平高的公司照例导致大 H 值和短 循环； 创新水平低的公司则对应小 IH 值 
和长循环. 

€ 

5. 债券 （ ftonA ). 30年 T-Bond (美国的国库券 ， Treasury Bond ) 在 1950年 1 月 
到1989年10月期间（参见 [385; 第8章])也有相当高的分形参数 H a 0.68,循环大 

致是5年. 


6. 货币汇率. 在货币汇率之间以及在诸如道琼斯指数、 S & P 500 指数、股价、债 
券价格等等的金融指数之间有很大的差别. 

比如,股票的买卖直接与这些证券有关的领域中的投资相联系.而外汇的买卖是 
由创建今后的扩大生产、消费等等的可能性来定向的.同时,大部分外汇交易至少触 
及两个国家，本质上是由她们的经济政治状况来决定的，在许多方面取决于她们的 
中央银行的作用（诸如投资、利率变动等等）. 

这些因素当然会在汇率的统计性质及其动态变化上留下自己的痕迹. 


可用来判断汇率变化程度的重要特征之一是△-波动率，它通过增量 \ H kA 


//( fc - l)Al 来定义， 其中历 

⑸). 


lnj 以及&是汇率的值（参见例如 § lc 中的公式 


n n 


在这一联系中，应该强调，上面所考察的统计量 ?^和 > 按其自身的含义也 

^>71 


是“幅度”过程 H 


的变化特征，因而不令人惊奇的是，尺 AS - 分析也能发现 


许多已经在上节描述过的汇率的性质. 

4 

不同于道琼斯指数、 S & P 500 指数类型的金融指数，在汇率的演变中，清晰地显 
露分形结构（至少对于小 △ > 0) 和随时间保持它的趋向. 


对作为 Inn 的函数的统计量 In >的性态用最小 


乘法作简单分析，就能发现 


这 一些; 它表明，值 ( n > 1) 很好地沿着直线0+§111/1分组，其中参数§对于多 
数货币来 说有比 1/2明 i 要大的数值.例如，对于日元对美元的汇率,通 ( JPY / USD ) a 


0.64. 类似地有 M ( DEM / USD ) 



0.64, H ( GBP / USD ) ^ 0.61. 


所有这些都说明，这些汇率具有带相当大的 Hurst 参数值的分形结构.在这方 
面，有益的是要回忆起，对于分形布朗运动来说， EH ? 如同 | i | 2 ® 那样增长.因此，当 
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H > 1/2时，|私|的值比通常的布朗运动要撒得开,从而，随着时间的增长，外汇的运 
营风险大大增加. 看来，这一点解释了为什么在外汇市场中，人们偏爱的不是长线运 
营，而是积极的短线交易. 
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Markov time，Markov 时刻， 106, 294 
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difference ， generalized, 差，广义 ，91 
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transformation ， 变换 ，91 
uniformly integrable, 一致可积 ， 89 
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Maximal inequalities, 最大值不等式 ，227 
Maximum likelihood method ， 最大似然法， 
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Measure , 测度 

L^vy, 178, 185 
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Model , 模型 
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ARCH, 58 ? 99, 141 ， 146, 262 
ARIMA, 110, 127, 130 
ARMA, 98, 127, 130, 139, 262 


HARCH, 152 
HJM ，266 

MA y 98, 111, 136, 262 
MA(oo), 118 
TGARCH, 150 
affine, 仿射 ， 266 

Bachelier linear, Bachelier 线性 ， 259 
Black-Derman-Toy, 254 
Black- Karasinski, 254 
Black-Merton-Scholes, 260 
Chaotic, 混沛 ， 160 
Chen, 255 

conditional Gaussian ， 条件髙斯， 96, 

141 

Cox-Ingersoll-Ross, 254 

Cox-Ross-Rubinstein (CRR), 102 

Dothan, 254 

Dynamic chaos, 动态混纯 ，160 
Ho-Lee, 254 
Hull-White，254 
Merton, 254 

non-Gaussian, 非髙斯 ， 173 
nonlinear stochastic, 非线性随机 ， 140 
Samuelson, 216 
Sandmann-Sondermann, 254 
Schimidt, 258 
single-factor, 单因子 ， 266 
stochastic volatility ， 随机波动率， 101 ， 

154 

Taylor, 101 
Vasicek, 254 

with discrete intervention of chance, 

带离散干预机会 ， 105 

Modulus of continuity, 连续模 ， 224 
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Negative correlation ， 负相关 ， 46 
Noise , 噪声 

black, 黑 ， 214 
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EGARCH, 149 
GARCH, 58, 100, 147, 262 
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pink ， 粉红 ，214 
white ， 白， 110, 212, 214 

o 

One-sided moving average, 单边移动平均， 

131 

Operational time ， 运作时间， 108, 322 
Option, 期权， 21，25 

American type, 美式 ， 26 

call with aftereffect 5 有后效买入， 29 

call，arithmetic Asian ， 算术平均亚洲 

买入， 30 

call, 买入， 26, 29 

European type ， 欧式， 26 

put with aftereffect ， 有后效 卖出， 30 

put，arithmetic Asian , 算术平均亚洲 

卖出， 30 

put, 卖出， 26, 29 

p 

Parameter , 参数 

Hurst, 191 

location (/i) ， 位置 ， 175 
scale (a), 尺度， 175 
skewness (/?), 斜度， 175 
Phenomenon, 效应 

absence of correlation, 不相关， 47 

cluster, 聚集 ， 328 
Markowitz, 46 

negative correlation, 负相关 ， 46, 319 
Point process , 点过程 

marked, 标值 ， 293 
multivariate, 多元， 293 
Portfolio , 组合 

investment, 投资 , 31, 44 

Position long, short, 多头，空头， 22， 27 

Predictability, 可料性， 83, 253 
Prediction, 预测 ， 109 
Price ， 价格 


rational (fair，mutually appropriate), 

合理（公平，互利 )，31 
strike, 执行 ，30 

Principle reflection, 反射原理 ， 225 
Problem , 问题 

Cauchy, 249 
Dirichlet, 250 
Process , 过程 

adapted, 适应 ， 267 
Bessel，218 
cMlag, 右连左极 ， 268 

counting (point), 计数（点）， 107, 293 
Ito, 234 

Levy, 183 

Levy a-stable, Levy a- 稳定， 189, 190 
Levy purely jump, Levy 纯跳跃 ， 186 
multivariate point, 多元点 ， 107 
Ornstein-Uhlenbeck, 211 
Poisson, 泊松 ， 187 
predictable, 可料 ， 270 
stable, 稳定 ， 189 
stochastic indistinguishable, 

随机无区别 ， 242 

three-dimensional Bessel , 三维 Bessel, 

95 

Wiener, 维纳 ， 104 

with discrete intervention of chance, 

带离散干预机会 ， 105, 107, 292 

with intermittency (antipersistence, 

relaxation), 带间歇 ， 212 
zero-energy, 零能量 ， 315 
Pure uncertainty, 纯不确定性 ， 65 

Q 

Quadratic, 二次，平方 

covariance, 协变差， 275, 281 
predictable variation, 可料变差 ， 85 

variation, 变差 ， 85, 225, 275 
Quantile, 分位数法 ， 299 


^ 378 • 


索引.英汉术语对照 


R 

T^./5-analysis, 兄 /5■ 分析， 328, 336 
Random ,随机 

process self-similar, 自相似过程 ，207 
vector stable ， 稳定向量 ，181 
vector strictly stable, 严格稳定向量， 

183 

Range, 范围 ，203 
Rank tests, 秩检验 ，299 
Rational ， 合理 

price, 价格 ，30 

Reinsurance, 再保险 ，68 

Returns, logarithmic returns, 收益率•对 

数收益率， 16 
Risk , 风险 

market ， 市场 ，63 
systematic, 系统， 48，51 
unsystematic ， 非系统， 48，51 

s 

Securities, 证券 ，5 
Self-similarity, 自相似， 191, 202 

Semimartingale, 半缺 ，267 

special, 特殊 ，274 
Sequence , 序列 

completely deterministic, 完全决定的， 

133 

completely nondeterministic , 完全不 

决定的 ，133 

innovation, 更新 ，134 

logistic, 逻辑斯蒂 ，167 
predictable, 可料 ，83 
regular ， 正则 ，133 
singular ， 奇异 ，133 

stationary in the strict sense ， 狭义平 

稳 ， 118 

stationary in the wide sense 7 广义平 

稳， 113, 118 


Shares (stock), 股票 ， 13 

Short position ， 空头， 22, 24, 27 
Simple interest, 单利 ，7 

Smile effect, 微笑效应 ， 260 

Solar activity, 太阳效应 ， 335 

Solution , 解 

probabilistic, 概率 ， 250 

strong, 强， 241， 243 

Specification , 规定 

direct, 直接， 12, 265 
indirect, 间接， 12, 265 

Spectral representation, 谱表示 ， 135 
Spread, 价差 ， 292 

Stability exponent ， 稳定指数 ， 175 

Stable, 稳定 ， 173 

Standard Brownian motion, 标准布朗运动， 

184 

Statistics of “ticks” ， “ 标 i 己 ” 的统计 ， 287 
Stochastic , 随机 

basis ， 基底， 77， 266 

differential equation, 微分方程 ， 240 

exponential (Doleans) T 指数 (Doleans) ? 

78, 222, 238, 279 
integral ， 积分， 216, 232, 269, 271 
process predictable, 可料过程 ， 270 
Stopping time ， 停时 ， 106 
Submartingale, 下狭 ，89 

local, 局部 ， 90 
Subordination, 从属量 ， 193 
Supermartingale, 上缺 ， 89 

local, 局部 ， 90 

T 

Theorem ， 定理 

Doob (convergence)，Doob ( 收敛 )， 222 

L6vy ? 221 ? 280 

Lundberg-Cramer, 72 

on normal correlation ， 正态相关 ， 80 
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Time ， 时间 

local (Levy) , 局部 （ LSvy)， 243 
operational, 运作， 108 7 195，322 
physical, 物理 ，195 

Transformation , 变换 

Bernoulli, 165 

Triplet (B ， C,jy), 三元组 179 
Turbulence, 揣流 ， 214 

u 

Uniform integrability, —^ 致可积， 89, 274 


V 

Volatility, 波动率， 57, 216, 292, 311，312 

implied, 隐含 ，261 

w 

White noise, 白噪声， 110, 212 
Wiener process, 维纳过程， 19， 184 

Y 

Yield to the maturity date, 到期收益 ， 265 
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• UV 义映 P 令人计叹的丨俄賊学轉:阐燁理•给的起潍，逋當它通过 
某费特殊的问«: 师. 对 f 所狀曲的问鵝殖惧展开埼4制作的教学攻论 •， H 
后•拇示问题的夂货，并 i 成漂亮的姑果•’ 

——亚马逊 M 上书 / J 讲沦 

* 迫随夂 K 的恐路 • 你可以看到作含对仝触教学的满粒作情和戈糾瓒解 •• 

' - 亚马逊 M 上书店评论 


本书原版自1998年出版以来，被认为是“随机金融数学方面最深刻的一本著 
作"全书共分两卷，每一卷都包含四章;> 第一卷的副 题为： 事实•模型，第二卷的副 
题为：理论。这两卷的内容既相互联系.又相对独立，读者可把本书看作一本“随机 

金融数学全书”， 

第一卷的第一韋有关国际金融市场以及金触理论和金触工程的"事 实”: 它可看 
怍一位前苏联数学家对西方金融市场和金融理论、金融工程的独特理解。其中作者 
不但槪述了金融市场的基本状况、金融学的基本概念以及 Markowitz 证券组合选择 
理论、资本资产定价模型 ICAPM )、 floss 套利定价理论 （ APT )、 有效市场押论等， 
甚至还简要介绍了保险业和精算理论。 

第一卷的后三韋都有关金融学的随机“模型 "： 离敗模型、连续槙型和统计模 
型作者 提出， Doob 分解、局部鞅、鞅变换等概念在价格模型的套利定价讨论中起 
水质 作用； 而对子统计模型，除了高观点介绍各种线性模型以外，详尽介绍了近年发 
展起来的 ARCH 和 GARCH 类镆型以及随机波动率模型同时，还讨论混沌理论、 
分形理论和各种数锯统计分析方法在金融资产价格模型中的应用1关于连续模型的 
内容远超过一般的金融数学教材和专著除了用基于 Brown 运动的随机分析来描述 
的模型以外，还对最一般的半鞅模型作精辟介绍。同时，详细阐述稳定分布和稳定过 
程' Levy 过程、双曲分布和双曲过程以至更一般的无限可分分布等重要工具 

^ T jm . « V- 4 % L } 

本书的阐述深入浅出，梢致透彻.可供高等院校应用数学和金融工程专业的教 
师、学生以及广大金融工作者参考使用 


■ 牮科类别 •. 金融数学、金融工程 
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